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Zasady zachowania dla uktadu punktéw materialnych

Twierdzenie: W dowolnym ruchu uktadu, zmiana jego energii G,
kinetycznej w danym przedziale czasu jest réwna catkowitej
pracy wykonanej nad uktadem przez sity zewnetrzne i
wewnetrzne.
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Twierdzenie: W dowolnym ruchu uk’fadu szybkosc’ zmiany pedu jest rowna
catkowitej sile zewnetrznej dziatajacej na ukfad.
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Twierdzenie: W dowolnym ruchu ukfadu, szybko$¢ zmian momentu pedu
wzgledem ustalonego punktu jest réwna catkowitemu momentowi sity zewnetrznej
dziatajacej na ten ukfad.
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Moment sity i moment pedu

Moment sity dziatajacy na uktad czastek wzgledem poczatku ukfadu O:
N
Ko=) 7ixF
i=1

Moment sity wzgledem dowolnego punktu A o promieniu wodzacym a:
N
Ko=) (Fi-d)xFi=Ko—axF
i=1

Uwaga: Moment sity nie zalezy od wyboru punktu A jesli F=0.
Moment pedu ukfadu czastek wzgledem poczatku uktadu O:

N
=1

Moment pedu wzgledem dowolnego punktu A o promieniu wodzacym a:

Uwaga: Moment pedu nie zalezy od wyboru punktu A jesli P=o.
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Energia kinetyczna bryty sztywnej

Definicja: Bryta sztywna nazywamy ciato, w ktérym
odlegtosci pomiedzy dowolnymi dwoma czastakmi nie
zmieniajg sie w czasie: |7(t) — 7 (t)| = ¢ij

Wektor predkosci katowe] okreslony jest przez & = +wn

Energia kinetyczna ruchu obrotowego wokét osi:

N
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T = E (mzwpl >=§<E mip?>w2E§Iw2
i=1
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w
Energia kinetyczna wzgledem $rodka masy:
1 v
i=1 ’,C
1 al 1
— ._’A . _’A — _— = 2
=3 '_lmzvz 7 (Zlmvz> Vs (Zlm> V.V=rT MV

Catkowita energia kinetyczna w dowolnym ruchu bryty sztywnej:

1
T="Tc+ 5MV2

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 12 3/14



Moment pedu bryty sztywnej

Moment pedu dla bryty sztywnej obracajacej sie wokét ustalonej osi {O, 7i}:

N . N
Lo -7 = Zmipi(ﬁi- ) = (mef) w= 1w

Il zasada dynamiki dla bryty sztywnej:

Zmiana w czasie catkowitego momentu pedu ciata wzgledem dowolnego
ustalonego punktu A jest rbwna momentowi wypadkowej sity zewnetrznej
dziatajacej na to ciato wzgledem tego punktu:

dLs -
AR
dt 4
Moment pedu bryty sztywnej wzgledem Srodka masy:

N
Lg =Y m(i — R) x (#; = V) =
i=1

N N N N
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M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 12 4 /14



Moment pedu bryty sztywnej

A wiec catkowity moment pedu bryty sztywnej wzgledem osi przechodzacej przez
poczatek uktadu O dany jest przez:

Eozfg+éX(M‘7)

Il zasada dynamiki dla ruchu obrotowego, w ogdlnym przypadku, gdy srodek
masy ciata porusza sie z predkoscia V' przyjmuje postaé:

- d, - - dlg . = = dLg
Ko= T (MExV)+ -5 =MExV+—

Poniewaz Ko = K¢+ R x F, wiec w szczegblnosci zachodzi:
dLa
dt
Do opisu ruchu bryty sztywnej pod wptywem znanych sit wystarczaja réwnania
opisujace dynamike Srodka masy:

fo = E€ | fx (37 - F) -
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Transformacje ortogonalne

- 7 — , T j
Rozwazmy wspétrzedne wektora ¥ w dwéch : o o4
ukfadach kartezjanskich o tym samym poczqtku:c .
3
— N ~ A — H T2 /
U = v1€1 + v2by +v3é3 = E -V eshe "
2
7 = v\e, + vhéh + viely = B - 7 7 aN
= U161 T Ug€p T U3€3 = oo el
gdzie o]
/
1T v 111 v
E= él é2 ég V= (%) E/ = éll éé ég \_;l = ’Ué
!/
Ll v3 U U3

Transformacja wspotrzednych wektora pomiedzy uktadami dana jest przez:

éﬁ'él éﬁ'éQ é&'eg

., -1 . - , S A A A Al 4
V=E"-E-V=A.V gdzie A= | é,-é éh-éy éyé3
o1 &-eo by

Macierz transformacji wspdtrzednych wektora jest macierza ortogonalna:
AT = (B ~E)_1= (E’T~E)_1= B (E’T>_1= BT E V= (&) foaT
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Obrét wzgledem dowolnej osi

Przyktad: Macierz transformacji dla obrotu ,, ./

3 n
wokét osi Oz o kat - T \\/L
, ,
T Ty ’ /
cosy sinyy 0 ]Vf/":w N
A= | —siny cosyp 0 o o 5 e"\\\\
0 0 1 . ‘

Obrét wokét dowolnej osi {O, 7} o kat :

e=¢éll yet  gdzie él=(e-n)n, et =é—(e-n)n
¢ =ell et gdzie &l =él
et = cosyet +siny (A x
= cosyp(é — (é- ﬁ)ﬁ) + sin 1/)( X €)

A wiec &' = cosvpé + (1 —costp)(é - n)n + sin(n x &)

Macierz transformacji dla obrotu wokét dowolnej osi {O, 7} o kat -

costp + (1 — cosP)n? (1 —cosy)nine +ngsiny (1 —cosyp)ning — nasiny
A= (1 — costp)nany — ngsiny cosp + (1 —cosw)ng (1 — cos®p)nang + nq sinyp
(1 — cosyp)ngny + nasiny (1 — cosyp)ngng — ny siny cos ) + (1 — cos w)ng

gdzie nq, ng, ng to wspdirzedne wektora 7. w bazie {é1,éz,é3}.
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Odbicie wzgledem ptaszczyzny

Rozwazmy odbicie ukfadu wzgledem ptaszczyzny przechodzacej przez jego
poczatek O okreslonej za pomoca wektora normalnego 7:

e=éll pet  gdzie ¢l =(e-n)n, et =é— (e -n)n

¢ =eél et gdzie &l =—ell &t =¢t
A wiec & =é—2(é-n)n
Macierz transformacji dla odbicia wzgledem ptaszczyzny przechodzacej przez
poczatek uktadu i okreslonej przez wektor normalny 7n:

1-— ’I’L% —2’/11712 —27117’1,3
A= —2nony; 1 -— 2n§ —2n9ns
—2n3ny  —2ngng 1 — 2n§

gdzie n1,na, ng to wspbirzedne wektora 7 w bazie {é1, é3,é3}.

Twierdzenie: Kazda transformacja ortogonalna jest albo obrotem albo zlozeniem
odbicia i obrotu wspétrzednych.

Dowéd: I =ATA = detI =detATA =detA = detA=+1
(s sy _ ) +1  dla ukfadu prawoskretnego (obrét)
det A = (&1 x ¢&5)- & = { —1 dla ukfadu lewoskretnego (odbicie i obrét)
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Skalary, wektory, tensory

Rozwazamy dwa ortogonalne, kartezjariskie uktady wspétrzednych C i C’,
o tym samym poczatku O.

Definicja: Skalrem ¢ nazywamy liczbe rzeczywista, ktéra w kazdym z uktadéw
wspdtrzednych przyjmuje ta samg warto$¢: ¢’ = .

Przyktad: skalary: masa, dtugo$¢ odcinka; ale np. suma wspétrzednych punktu nie
jest skalarem!

Definicja: Wektorem nazywamy uktad trzech liczb {v1, vy, v3} zwanych jego
wspbtrzednymi jesli przy przejsciu pomiedzy uktadami C i C’ transformuje sie
zgodnie z formuta: 3

=A-V czyli v, = Zaijvj

j=1

Przyktad: wektor: wspétrzedne punktu {by, bo, b3}, predkosé {by, ba, b3}, itp.; ale
np. {201, b2, b3} nie jest wektorem!
Definicja: Tensorem stopnia n nazywamy uktad 3™ liczb rzeczywistych ktére
transformuja sie pomiedzy uktadami C i C’ zgodnie z regufa:

3 3
tiﬂzmin - § : § : § : Ay jy Qiggy =" aln]nthh“ﬁn
J1=172=1 Jn=1
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Tensory drugiego stopnia, algebra tensoréw

Operacje na tensorach:
o iloczyn zewnetrzny tensordw: tixim = Ui;jVkim

U1v1  ULV2  ULV3
Przyktad: t;; = uv; = UV  UV2  UV3
Uzv1  U3V2  ULU3

3
o kontrakcja tensora: w;; = g tijmm
m=1

Transformacja wektora predkosci katowowej:

0 —Ww3 (0%5)
T=dx7=8- 7 gdzie w3 0 —w
—W?2 w1 0

Mozna pokazaé, ze () jest tensorem drugiego stopnia, natomiast wspdtrzedne &
transformuja sie zgodnie z regufa:

wi w1
wh | =(det A)A- | wo
wh w3

Predko$¢ katowa & jest pseudowektorem.
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Tensor momentu bezwtadnosci

Definicje tensora drugiego stopnia mozna zapisaé w postaci macierzowej:

3 3
/ T / T
tzj = E aikajltkl = E aiktklalj & T'=A-T-A
k=1 k=1

Moment pedu bryty sztywnej wzglgdem poczatku uktadu:

LO— E ’I"a mocva

Poniewaz v
(FX ?7)1 = (.’E%

&1
N—
=

Xr = va:rx(wxf’):(wf)(ﬁ—(ﬂ
xr

24 x%) w; — (T1w1 + Tows + T3W3)T;

3 3 3 3
= <Z xkxk) Wi — ijwj T = Z ((Z :rka:k) 0ij — :Cixj) wj
j=1

k=1 j=1 k=1
3
wiec L; = Zlijwj gdzie I[;; = Zm <<Z xkxk> dij — :z:ixj>
j=1

Wielkos¢ I;; nazywana jest tensorem momentu bezwfadnodci ciata wzgledem
punktu O.
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Tensor momentu bezwtadnosci

W postaci macierzowej: ﬂo =14
Uwaga: W ogdlnosci wektory & i Lo nie maja tych samych kierunkéw.
Podsumowanie:

o Elementy diagonalne tensora momentu bezwtadnosci 111, Is2, I35 s3
momentami bezwtadosci ciata wzgledem osi Oz, Oz, Ox3, np.:

Lo = Ym0+ a3+ 03) b ) = 3 om (33 + ) = 3o me®

o Elementy pozadiagonalne nosza nazwe iloczynéw bezwtadnosci.
N

o 1 1. -
Energia kinetyczna ruchu obrotowego: T = 3 E maviK = in 1w
a=1
-7 = (J)' X ’f‘) . ((15 X 713 = E E EijkWjTk E EilmWITm | =
i=1 \jk=1 I,m=1
= E WL KWL, E €ijkEilm = E Wi kWL (8510km — OjmOki) =
J.k,lm 4 Ji.k,Lm
= E (WjwjTrTy — WjT;wWETy) = g wj | 95k E TiT; — T;Th | W
gk 4,k i
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Wtasnosci momentu bezwtadnosci

Twierdzenie: Niech I bedzie momentem bezwtadnosci ciata o masie M wzgle-

dem osi przechodzacej przez jej Srodek masy. Wéwczas moment bezwtadnosci

wzgledem dowolnej osi do niej réwnolegtej i odlegtej o a dany jest przez:
I=1Is+ Mad?

Dowdd:

Rozwazmy dwie réwnolegte osie {G,n} i {A, 7} oraz

dowolny punkt P.

PB* = GP* — GB? = |72 — (7 i)?
PC? = AP? — AC? = | —a)?
= (F—a)-(F—a)— (F-n—a-n)’=
= |f1* +|af* = 27 @ = (7-7) = PB + a® = 273

Mnozac stronami przez m i sumujac po wszystkich czastkach otrzymujemy:

N N N
I=1Ig+ (Zmi> a® 2% mifi-d=Ig+Ma® —2d- )y m7 =

=1 =1 =1
= I+ Ma®> - 23 (MR) = I + Ma®
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Wtasnosci momentu bezwtadnosci

Twierdzenie: Rozwazmy ptaskie ciato, lezace w ptaszczyznie XY kartezjans- kiego
uktadu wspétrzednych. Momenty bezwtadno$ci wzgledem trzech wzaje- mnie
prostopadtych osi uktadu wspétrzednych zwigzane s3 relacja:

loz = Iox + loy
Dowdd:

Poniewaz dla dowolnego punktu ciata zachodzi: v
2 2 2 v
pz = px + py
wiec mnozac obustronnie przez mase i sumujac po
wszystkich czastkach otrzymujemu teze.

Reguty przydatne przy obliczaniu momentéw bezwtadnosci:

@ moment bezwtadnos$ci nie ulega zmianie jesli masa jest przesuwana
réwnolegle do osi obrotu (np. m.b. walca i dysku o tej samej masie
i promieniu s3 takie same).

o jesli wkitad kilku czesci ciata do momentu bezwtadnosci jest taki sam,
a masy tych czesci s réwne, to fomuta na moment bezwtadno$ci czesci jest
taka sama jak catosci (np. kula i pétkula - zakfadajac, ze kazde z tych ciat
ma taka sama mase).
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