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Obliczanie momentéw bezwtadnosci

Przyktad: Znajdz sktadowe tensora momentu bezwtadnosci jednorodnej ptyty o
masie M i bokach 2a oraz 20.

Wzgledem $rodka masy G:

fx = Gtk ik s 47 Q

1
Iy = gMa,2 tak jak dla preta

1 1 b2 0 0
I33 = 111 + I = gM((LQ —|—b2) Ie==-M| O a? 0
0 0 a?+0?

I = Iz =131 =0
Wzgledem punktu C":

I = leQ + Mb? = éMb2
i’ ?:l . 42 —3ab 0

—Ma® + Ma® = = Ma> Ic =-M| —3ab 4a? 0

3 , ° 3 0 0 4(a®+0?)

Iss = I11 + Iso = §M(a2 +b%)

I

2a 26
Iy = o dzy . dxzy (ox129) = 40a®b* = Mab
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Obliczanie momentéw bezwtadnosci

Przyktad: Tensor bezwtadnosci wzgledem punktu G w uktadzie obréconym
wzgledem osi Gz tak aby nowa 0§ Gz} pokrywata sie z linig GD.

2a%b*  ab(a® — b?) 0

ab(a® —b?)  a*+b* 0
0 0 (a® + b?)?

M
f— AT AT = &%
¢ “ 3(a? + )
gdzie A jest odpowiednig macierza obrotu.

Przyktad: Energia kinetyczna ptyty obracajacej sie wokédt osi GD z predkoscia
katowa A.

Acos o
1 1 Ma?b>\?
T = §LUT'IG‘CL):5(}\COSQ,>\S1HCM’O)'IG' )\Siol'la :m

A 27212
1 Ma“b*\
T=-37T.1,.3=-(\00)-I.- 0| =—">2""_
¢ @ =5(*00-I o) 32402
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Uogdlnione twierdzenie Steiner'a

Rozwazamy dwa uktady wspétrzednych zwigzane z
ciatem: ukfad Oxizo23 zZwigzany ze $rodkiem masy
oraz inny ukfad QX X5X3 o odpowiednio réwnole- b
gtych osiach i przesunigtym poczatku: R=d+T

Xy X3

I{j = Zma (51;‘ (zh + ak)2 —(x; +a;)(x; + aj)> = 5
« k A
o k
+> ma (%‘ (2zpar + a3) — (a;x; + ajz; + aiaj)> -
@ k
= 1 + Zma <6ij Zai - ai&j) + Zma (251J Zxkak — a;T; — a,jxi> =
« k . &

= Iij + Zma (51‘]' Zai — aia]) =1I;; + M(CLQ(Sij — aiaj)
(e k
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Osie gtéwne bezwtadnosci

Twierdzenie: Kazda macierz symetryczng mozna zdiagonalizowaé a pomoca
ortogonalnej transformacji podobiefistwa A - T - AT

Whiosek: W dowolnym punkcie O bryty sztywnej mozna wybraé tzw. osie gtdéwne,
ktére definiuja uktad wspoétrzednych w ktérych tensor momentu bezwtadnosci jest
diagonalny.

W uktadzie okreslonym przez osie gtéwne, moment pedu i energia kinetyczna
bryty sztywnej wzgledem statego (nieruchomego) punktu O maja postaé:

-

Lo = (Liwr)ér + (Jawz)és + (Izws)és

1
T = 5 (Ilwf + Izwg + Igwg)

Uwaga: Identyczne relacje zachodza w dowolnym ruchu bryty sztywnej wzgledem
$rodka masy GG
Znajdowanie osi gtéwnych w oparciu o symetrie:
o jesli ciato posiada symetrie ze wzgledu na odbicie
w ptaszczyznie przechodzacej przez O, wowczas
linia prostopadta do tej ptaszczyzny i przechodzaca
przez O jest jedna z osi gtéwnych, o
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Osie gtéwne bezwtadnosci

o jesli ciato posiada symetrie rotacyjng wzgledem osi przechodzacej przez O, to
ta o$ jest osig gtéwna.

. . d - = S
Z réwnania ruchu wzgledem osi gtéwnych E(IO W) = Ko wynika, ze pod
wptywem tych samych sit zewnetrznych ciata ktére maja takie same gtéwne
momenty bezwtadnosci poruszaja sie tak samo.
Ze wzgledu na geometrie ciat rozrézniamy nastepujace dynamiczne symetrie:

o Iy # Ixy # I35 — ciato dynamicznie niesymetryczne (np. prostokat),

o I11 = Iy # I35 — ciato dynamicznie osiowo symetryczne (np. ostrostup),
Ciato ktére posiada symetrie obrotows rzedu co najmniej trzeciego posiada
takze dynamiczna symetrie osiowa.

o I11 = Izy = I35 — ciato dynamicznie sferycznie symetryczne (np. kula,
szecian, czworoscian)

Ciato ktére posiada dynamiczng symetrie osiowa
wzgledem dwéch réznych osi przechodzacych przez
punkt O jest dynamicznie sferycznie symetryczne
wzgledem punktu O.

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 13 5/ 14



Opis ruchu ciat dynamicznie sferycznie symetrycznych

Rozwazamy ruch kuli bilardowej o masie M i promieniu b przy czym dopusz-
czamy mozliwo$¢ poélizgu. Oznacza to, ze sita reakcji podfoza X nie jest
skierowana pionowo do gory.

MV =F = MV=2X—Mdh
[o=Ko = Lo=(-bh)xX
Le=16 = I@:b(MV+Mg/;)><1%:

= Mb‘i/’ x k
Catkujac po czasie otrzymujemy:
IS+ MbkxV =C=const |-k = & k=n=const
Whiosek: W dowolnym ruchu kuli sktadowa pionowa & jest zachowana.
Korzystajac z réwnania ruchu otrzymujemy:
Tkxd = kxC—Mbkx (kxV) = kxC—Mb ((I:c Wk — (k - l%)V) = kxC—MbV

—

W przypadku braku poslizgu (V = & x (bk)) ruch odbywa sie po linii prostej:

N _ 1- . A
V=|=-)]Cxk = V =const, @'zzk’xV—i—nk:const
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Opis ruchu ciat dynamicznie osiowo symetrycznych
Rozwazamy ruch ciata o dynamicznej symetrii osiowej.
Niech gtéwne momenty bezwtadnosci wzgledem osi
gtéwnych przechodzacych przez srodek masy G beda
réwne {I,1,I3}.

W przypadku braku sit zewnetrznym (lub jednoro- dnego
pola grawitacyjnego) mamy K¢ = 0, wiec:

EG =0 gdzie I_:G = Twié1 + Twoés + Iswsés
Uwaga: wektory {é1, é3,é3} zaleza od czasu.

Oznaczajac é3 = d mamy d = &J X @ oraz:

—

i=@dxd = dxdi=adx@xa)=G ad— (@ -3

Jia=& — (d-d)a
A wiec w ogélnosci @ ma postad: & = d x d+ A(t)d gdzie A= -d
Poniewaz wektory A\d oraz a x a maja kierunki osi gtéwnych, wiec:
Lg=1ax @+ I3\d
Po wstawieniu do réwnania ruchu otrzymujemy:
%G —Kg=0 = Iaxd+I(Ad+\d)=0
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Opis ruchu ciat dynamicznie osiowo symetrycznych

Mnozac skalarnie przez @ otrzymujemy réwnanie ruchu swobodnego ciata o
dynamicznej symetrii osiowej:

ld x d+ Isnd = Lg
gdzie n = &J - @ nazywamy spinem.

Aby rozwigzaé powyzsze réwnanie mnozymy najpierw obustronnie skalarnie przez
a:
Ii-(@xa)+Isnd-d=L(@-k) = Isn=L(@ k)= Lcosa
Oznacza to, ze n = 7, cosa, a wiec o$ symetrii ciata tworzy staty kat z k
3
i zatacza stozek wokét osi {G, k}.

Mnozac réwnanie ruchu obustronnie wektorowo przez @ dostajemy kolejno :
Id x (@ % @)+ Isnd x @ = L(@ x k)
1((5-&)5— (a.a)d) —L@xk) = i= ( )
Oznacza to, ze 0$ symetrii ciata precesuje wokét osi {G, } ze stata predkoscia

katowa L/I.
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Opis ruchu ciat dynamicznie osiowo symetrycznych

Rzeczywista predkos¢ katowa ciata jest réwna:

o L L L . Leosa) , L. I—13\
w-axa+na—ax<1(kxa)>+< T, >a—Ik—|—Lcosa< I )a

Twierdzenie: Niech bryta sztywna porusza si¢ z predkoscia katowa &' w ukfa- dzie
C', a uktad C" ma predkos¢ katowa €2 wzgledem uktadu C. Wéwczas rzeczywista
predko$¢ katowa ciata wzgledem uktadu C jest réwna & = Q + o',

Patrzac z ukfadu precesujacego, tzn. uktadu ktéry obraca sie wokét osi {G, lAc} z
predkoscia katowa (L/I)k mamy:

-1
JJ"chosa< 1133) a

@ oS symetrii ciata tworzy staty kat o z wektorem Lk i precesuje wokédt osi
{G, k} ze staty predkoscia katowa L/I,

@ spin bryty n =& -d = Leosa/I5,
o w ukfadzie precesujacym ciato obraca sie wokdt osi symetrii ze stata
predkoscia katowa L cosa(I — I3)/(I15).
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Dynamika ruchu symetrycznego baka

Rozwazamy ruch symetrycznego baka poruszajacego sie
wokét ustalonego punktu O w jednorodnym polu
grawitacyjnym.

Réwnanie ruchu ma postad:

5 _ d . ~
Lo=Ko = &(I(_]:X(_l’—kfg/\&):—Mghan
Z poprzednich rozwazan wiemy, ze:
G =adxda+ A\
Lo = Id x d+ I3\d

A wiec réwnanie ruchu baka ma postaé:
d . N — — 7
a([a x @+ Isnd) = —Mghd x k

gdzie stata n = w - @ nalezy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych.
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Dynamika ruchu symetrycznego baka

Precesja stacjonarna: os baka tworzy staty kat a z pionem “\ k

i precesuje wokét osi {O, k} ze stata predkoscia katowa (2. '49
Znajdziemy czesto$¢ precesji stacjonarnej rozwigzujac réwnanie e
ruchu. N

dxd=ax (Qkxad)=Qa ak—Q@-ka=Q%k—cosad)
d . .
—(@xad) = Qcosa(dxk)
dt
Réwnanie ruchu przyjmuje postac:

(IcosaQ? — CnQ+ Mgh) (@ x k)y=0

Precesja stacjonarna mo zachodzi¢ gdy: C?n? > 4IM gh cos o
Otrzymujemy wéwczas dwie wartosci dozwolonej czestosci preces;ji:

Qe — Cn " 1_4]Mghcosoz 1/2
£S5 = 9T cosa C?n?

1 4IMgh
Poniewaz v1 -z~ 1— 5% wiec jesli Z9n < 1 to:
n
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Lagrangian wirujacego baka

Jako wspoétrzedne uogdlnione wybieramy katy Eulera: z A

o poczatek uktadu umieszczamu w $rodku masy G,

o jesli ciato ma o$ symetrii, wowczas katy ¢ oraz 0
okredlaja jej potozenie,

o kat i okresla obrét ciata wzgledem wybranej osi
(symetrii jesli istnieje).

Lagrangian wirujacego baka:

_ 1 A2 1 . 2 1 7 . 2
T = 510 + §I(<ps1n0) + 5[3 <w+<pcos0>
V = Mgz = Mghcos@

1. 1 1 . 2
L= 5]92 + §I(¢sin0)2 + 5]3 (1/) + <,bcos9) — Mghcost
Poniewaz ¢ oraz 1 s3 wspo6trzednymi cyklicznymi wiec zachowane sa:
L .
Dy = g— = Ipsin® 0 + I3 (w + (;50050) cos =1L,
¥

Dy = §_1L/J =13 <¢+gbcos€> = I3n
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Nutacja osi baka

Korzystajac z powyzszych zaleznosci oraz zasady zachowania energii:
1. 1 1 . 2
5102+§I(¢sin0)2+§lg (d)—l—gbcose) + Mghcost = FE
otrzymujemy réwnanie:
(L, — I3ncosf)? _ F(cosb)
Isin?6 -~ I%sin®6

gdzie F(u) = I(2E — Isn*)(1 — u?) — (L, — Isnu)? — 2IM ghu(1 — u?)

16> =2F — Isn® — —2Mghcosf = 6

o ruch mozliwy dla F(cosf) > 0
o o$ baka wykonuje ruch oscylacyjny pomiedzy
Umin < U < Umaz gdzie F(tumin) = F(Umaz) =0

o oscylacje w kacie # nazywamy nutacja osi baka.

Przyktad: Puszczamy swobodnie bak, ktérego o$ poczatkowo tworzy z pionem kat
0 = /3. Zaktadamy, ze C?n? = 4IM gh.

Dla warunkéw poczatkowych § = 7/3, = ¢ = 0 mamy:

1 1
L.=-I3n, F= 513112 + 5 Mgh, F(u) = IMghu(1 — 2u)(2 — u)
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Precesja osi baka

A wiec oscylacje kata 0 (nutacja) odbywaja sie w zakresie g <6<

[N

Znajac funkcje 6(t) mozna wyznaczy¢ zaleznosé¢ ¢(t) z z.z. momentu pedu:
I¢sin® 0+ Isncosh =L,
Dla warunkéw poczatkowych 8 = o, 6 =0, =0, ¢ =10 mamy:
Ipsin® 6 = Ipsin® o+ Izn(cos o — cos )

W przypadkach kiedy moze zachodzi¢ precesja stacjonarna, C?n? > 41Mgh,
mozliwe s3 nastepujace ruchy baka:

Q < Qg — kat 0 poczatkowo rosnie, o < § < 3 (rysunek lewy),
Q = 0 — rysunek $rodkowy,

Q < 0 ale Ipsin? a + Isn(cos a — cos 3) > 0 — rysunek prawy,
Ipsin® o+ Ign(cosa —cos f) <0 = ¢ <0

Qs < 2 < Qp — kat 0 poczatkowo maleje, ¢ > 0.
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