Mariusz Przybycien

Woydziat Fizyki i Informatyki Stosowane;
Akademia Goérniczo-Hutnicza

Wykfad 2



Przyktad - ksztatt kropli wody na ptaskim stole

Kropla ma symetrie osiowa wzgledem osi pionowej w.
Jej ksztatt wynika z minimalizacji energii potencjalnej
cieczy w polu grawitacyjnym oraz zwigzanej z napieciem
powierzchniowym na granicy ciecz-gaz (dl = Vdr? + du?):
r=0
E4 = mgh = I pgu(r) (Trrzdu) = ngfr u r)— dr

ﬂ

= 0
Es=0S= f o(2rrdl) = 27ra'jr\/ 1+ [w/(r)]2dr
r=R R

Szukamy funkgeji u(r), ktéra minimalizuje catkowita energie, przy narzuconych ograniczeniach:

0
Elu(r)]=E4+ Es = 7Tj {pgrzu(r)u/(r) +20r4/1+ [u’(r)]2} dr
R

r=0 0
Ograniczeniem (wiezem) jest ustalona objeto$¢ kropli: V =7 j rldu=m I r2u/ (r) dr
r=R R
. du ’
Dodatkowo mamy warunki brzegowe: — =u'(R) tgo, — =0, u(R)=0
T lr=R dr r=0

Kat o wyznacza sie z réwnania Younga (0sg = 05 + 074 cOs @v).

Jest to problem wariacyjny, w ktérym minimalizujemy catke oznaczona, przy narzuconych wiezach.
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Ekstrema funkcji algebraicznych

d
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkgji f(x) jest d—f =0.
T | x=xq
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkgji jest:
g . .
o Jesli s < 0 wtedy funkcja f(z) ma lokalne maksimum w = = zo
r x=xQ
g . .
o Jesli s > 0 wtedy funkcja f(z) ma lokalne minimum w z = x¢
r x=xQ
. d2f . N » .
> Jedli z =0 wtedy funkcja f(z) moze mieé w g lokalne minimum (np. f(z) ==
x
r=x0
w z = 0) lub lokalne maksimum (np. f(z) = —z* w z = 0), lub nie mie¢ ani jednego ani

drugiego (np. f(z) = 23 w = = 0).

Warunkiem koniecznym aby punkt (xo,yo) byt punktem stacjonarnym funkcji f(x,y) jest aby:
df = fadr + fydy =0 czyli fo = fy, =0 w tym punkcie.

Mozliwe zachowania funkcji f(x,y) w punkcie stacjonarnym (xo, yo):

@ lokalne maksimum gdy fzafyy — fgy >0 oraz fzz <0,

@ lokalne minimum gdy fzz fyy — fgy >0 oraz fzz >0,

@ punkt siodtowy gdy frz fyy — fgy <0,

°

kazde z powyzszych jest mozliwe gdy fix fyy — fgy =0.
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Ekstrema funkcji z wiezami i wspoétczynniki Lagrange'a

Punkt stacjonarny funkcji n-zmiennych f(z1, 2, ..., zn) musi spetnia¢ warunek:
df = fazydx1 + fegdxa + ...+ fo,dxn =0
Poniewaz dx1, dx2, ..., drn sa dowolne wiec musi zachodzi¢  fz; =0, fzy =0,..., fz, =0
Rozwazmy punkt stacjonarny funkcji trzech zmiennych f(x,y, z) z wiezem g(z,y, z) = c.
Poniewaz c jest stafy, wiec: dg = gzdx + gydy + g-dz =0
Poniewaz df = 0 oraz dg = 0, wiec takze (A - stata, wspdtczynnik Lagrange’a):
df + Adg = (fz + Agz)dz + (fy + Agy)dy + (fz + Agz)dz =0

Poniewaz g(z,y, z) = ¢, wiec z,y, z nie s3 niezalezne, a dz, dy oraz dz nie s dowolne.
W szczegdlnosci zaktadajac, ze np. g, # 0 oraz wybierajac A = —f./g.:

(fac + Agx)d$ + (fy + Agy)dy =0

Zmienne x oraz y s3a niezalezne, a wigc wspdtczynniki przy dz oraz dy musza znikaé niezaleznie.
Podsumowujac, mamy cztery réwnania z ktérych wyliczamy zq, yo, 20 oraz A:

f:v‘f‘Agac:O, fy"‘Agy:O’ fZ+AgZ:07 9(%%2):0

@ Znajdowanie punktu stacjonarnego funkcji f(z,y, z) podlegajacego wiezowi g(z,y,z) = ¢
sprowadza sie wiec do znalezienia punktu stacjonarnego funkcji rozszerzone;j:

f(xv Y, Z) = f(fC,y, Z) + Ag(I, Y, Z) (IUb f = f + A(g - C))
@ Dodatkowe wiezy mozna uwzgledni¢ w podobny sposéb, przy czym kazdy wiez jest zwigzany
z wtasnym wspétczynnikiem Lagrange'a.
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Wspdtczynniki Lagrange’a

Przyktad: Znajdz obie poétosie elipsy 31‘% — 2

Idea: znajdziemy punkty na elipsie potozone najblizej
i najdalej od poczatku ukfadu wspdtrzednych.
Tworzymy funkcje rozszerzona odlegtosci od poczatku
uktadu z wiezem w postaci réwnania elipsy:

f(z1,x2) = 22 + 22 + A(32? — 22125 + 322 — 8)

Obliczamy pochodne:
fxl =2x1 + A(6z1 — 225) =0 } ,\=;>1/A { 3z1 — 9 = A1

feo =220 + A(—2x1 +625) =0 —z1 + 312 = A1y

Rozwiagzujemy problem wtasny: { M=2, @ =(1,17

Ao =4, iy =(-1,1)7
Wektory w1 oraz iy sg wzajemnie prostopadte i wyznaczaja kierunki osi elipsy.
Rozwazmy wektor i; - wybierajac x; = ¢y i ©o = ¢ oraz wstawiajac do réwnania
elipsy otrzymujemy ¢; = +v/2.
Podobnie dla wektora s wybierajagc &1 = —co oraz xo = co otrzymujemy co = +1

A wiec dtuzsa o$ elipsy skierowana jest wzdtuz wektora w7, a krotsza wzdtuz us.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Celem rachunku wariacyjnego jest znalezienie funkCJI u(x) dla ktérej funkcjonat

fo u(z),u (x)]dz

osigga ekstremum (warto$¢ stacjonarng).

Rozwazmy funkcje u(z, o) = u(z) + an(x),
przy czym n(z1) = n(z2) = 0.
Warunkiem koniecznym aby funkcjonat J zalezny od parametru a:

oJ
a) = JF[x, u(z,a),u (v, «)]dx osiggat warto$¢ stacjonarna jest —— =0

da

T1 a=0

Przyktad: Rozwazmy funkcje F' = (du/dz)? gdzie u(x) = . Niech n(z) = sinz.

Pokaz, ze dla 1 = 0i 25 = 27, J(«) osigga warto$¢ stacjonarng dla o = 0.

27 2 27
d
J(a)=f<M> da::j(1+2ac0s:c+a200521:)d1::27r+a27r
0 0

Wida¢, ze J(a) > J(0) oraz ze spelniony jest warunek istnienia ekstremum.
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Réwnanie Eulera-Lagrange’a

Z warunku koniecznego istnienia wartosci stacjonarnej wynika, ze:

oJ OF Ou  OF ou/
%o 6afou x),u (m)]dm—f( —|———> dx

du da | Ou' da
.. Ou .oou  dn o aJ oF OF dn
Poniewaz 30 =n(x) i 50— ar Ve 3. f(@u (x) + 5 dx) dx
Catkujac drugi wyraz przez czesci
FOFdy  OF

2 d (OF
J @™ = g™ ‘fa(a) () da
otrzymujemy:

0J FloF d (OF F(OF dOF
o fo [%n(x) o (@) 77(93)] dx fo <% - %%> n(x) dz

Poniewaz 7(x) jest dowolna funkcja, wiec warunkiem zerowania sie catki jest:

B dedw =0 (réwnanie Eulera-Lagrange'a)

Jest to warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonatu J.
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Notacja stosowana w rachunku wariacyjnym

@ Rézniczka zupetna funkdji f(z,y,z) to: df = ?dw + ?dy + g—fdz
i y z

F F F
@ Rézniczka zupetna funkcji F(z,u,u’) to: dF = B—dx + 8—clu—i— 8—du’
oz ou ou’
©® Wariacja funkgji F(z,u(z), v (z)) to:
oF oF oOF
0F = —§ —0 —u’ = =
oz $+8u u+8u’u 5590_

@ Punkt stacjonarny funkgeji f(z,y, z) to punkt (zo,yo, z0) w ktérym df = 0.

@ Funkcja stacjonarng funkcjonatu J[u| jest funkcja u(z) dla ktérej §J = 0.

@ Zasady rachunku wariacyjnego dla sum i iloczynéw s3 analogiczne jak dla pochodnych, np.
S(FLFy) = F10Fs + Fa0Fy

@ Wyprowadzenie r. Eulera-Lagrange’'a z wykorzystaniem notacji wariacyjnej:

T T2 z2
Ju] = I Flz,u(z),v (z)ldz = 6J =4 f Flz,u,u]dz = I §F[z,u,u'ldz =0
@1

x1 1
T2 2
oOF OF OF _ %2 OF d (OF
1 _ / !/ — . —
ou' = (6u) = ”—M S+ 5 (5u) ] dz = [—W&u]zl + [—M - (—W)] Sudz =0
T Tl

Poniewaz du(z1) = du(xz) = 0 oraz u, a wiec takze du, sa dowolne wewnatrz przedziatu, wiec
wyrazenie podcatkowe musi by¢ tozsamosciowo réwne zero, aby znikata wariacja 6J = 0.

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 2 7/ 15



Funkcja stacjonarna funkcjonatu

Przyktad: Znajdz funkcje stacjonarna funkcjonatu J[u] = j [(zu)? + 2u?] da,

ktéra spetnia warunki brzegowe «(0) =0 oraz wu(1l) =

Réwnanie Eulera przyjmuje postaé:

F d F d
?9_u <B—>—0 = 4u—d—(2x W)=0 = 2’ +2zu —2u=0

ou’
Jest to réwanie Cauchy-Eulera, ktérego ogdlne rozwigzanie to u(x) = 2™
Réwnanie charakterystyczne ma postac:
2m(m—1)z™ 2 4+2zma™ 1 -22" =0 = m*+m-2=0 = my2=-2,1
, 0 0 z 0 . , C2
Ogodlne rozwigzanie réwnania Eulera ma wigc postac: u(z) = c1z + —
%
Z warunkéw brzegowych wyznaczamy c¢; =2 oraz ¢y =0, czyli u(z) = 2z.

Dla kazdej funkcji u(z), funkcjonat J[u] przyjmuje pewna stata wartos¢ (catka
oznaczona), w szczegblnosci dla funkgji stacjonarnej mamy:

Ju] = Ofl [(zu)? + 2u?] dx j [(22)% + 82?] dz = 4:(}3’(1) =

Dla kazdej innej funkgji u(z) warto$é funkcjonatu Ju] bedzie wigksza.
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Réwnanie Eulera-Lagrange’a

Rozwijajac rézniczke zupetng w r. E-L mozna je zapisaé w postaci:
or d (OF\ 0 oF 0’F 0’F o 82Fu,, —0
o) ou  Oxdu'  Juow’ oz

Przyktad: Znajdz réwnanie krzywej na ptaszczyznie, wzdtuz ktérej odlegtosc

pomiedzy dwoma punktami (x1,¥1) i (z2,y2) jest najmniejsza.

Dtugos¢ krzywej faczacej dwa punkty na ptaszczyznie dana jest przez:
T2 ) T2 dy 2 T2
_ — 2 — s — 2
I—fds—f\/dx T dy _f 1+<dx> dzx f 1+ y2de
T T z1 L1

Funkcjonat ten osigga minimum gdy spetnia r. E-L:

d y' y' c
F=y14+y? = ————m=0 = ——=c = §f =—
Y dr /14y V1+y? Y V1 —c?
A wiec szukang krzyw3 jest linia prosta: y = ax + b = u(:L‘ —z1)+ 1
To — I

Jesli funkcjonat F' nie zalezy bezposrednio od u, wtedy w ogdlnosci mamy:
oF d (O0F or

I
ou - dx \ ou’ = ow = w=gwe)
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Przyktad: Znajdz réwnanie linii faczacej punkty (x1,y1) i y2) ktéra po obrocie
wokoét koplanarnej osi minimalizuje zakreslong powierzchnie.

Pole powierzchni utworzonej w ten sposéb wynosi:

(9, y9)

A= wamds = 27rf:c(dx2 + dy?)1/? =

dA N ds= (dx® + dy?)"™
% (x1, 1)
_ 27fo(1+y’2)1/2dx )
1
Poniewaz w tym problemie F' = z(1 + y’2)1/2, wiec réwnanie Eulera daje:
o ds A T \\T oz T —————— =const =a
Jy dz oy dz | (14 y?)1/2 (1+y2)1/2
adz

Catkujac ostatnie réwnanie dostajemy: y = f ( — a cosh™?! <£) Ny
a

2?2 — a?)1/2

gdzie state a oraz b wyznaczamy z warunkdéw aby krzywa przechodzita przez
ustalone punkty.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

~ " How to Mqlte n

P eubblos -

Niech (z1,y1) = (R,—L) oraz (x2,y2) = (R, L), wtedy:

—b L—-b —-L—-b P

x = acosh y = cosh = cosh = b=0 2
Rozwigzanie ma ngfc postaé: R S -

x = acosh " \_ Capstone Press, 2011
Dla L = 1 mamy minimum — a’ Ail—:?éE&éEOF
R() = 1.50888 dla a = 0.83356 \\Iu —a cosh% SOAP FILMS AND
Dla R < Ry nie istnieje stabilne rozwiazanie. SOAP BUBBLES

il

Dla R > Ry istnieja dwa rozwigzania, z ktérych powierzchnia gy C’V” =20e
“ptytsza” jest stabilna, a “gtebsza" nie odpowiada wartosci (@
minimalnej i jest niestabilna. Rysunki ponizej s3 dla R = 2.

‘Dover Publications, 1992
Age range: > 8
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Inna postac réwnania Eulera

Dla dowolnej funkcji F'(u,u’, z) mamy:
dF _9Fdu OFdd OF  ,0F = ,0F OF
to———t—=u— tu
dr  Oudr ' ou dr = Ox ou o' ox
Korzystajac z powyzszej relacji znajdujemy:
d JOFN _ ,OF  dOF _dF _OF OF  , d OF
ou’ o’ dx o dr Oz ou dz Ou’

Korzystajac z réwnania E-L mozemy powyzszy zwigzek przepisa¢ w postaci:

OF d oF
%‘@(F—“aﬂ—o

C . . OF
W szczegdlnosci, jesli F' nie zalezy wprost od z, tzn. 9 = 0, wtedy mamy:
x

,OF
F — v —— = const
a !
Uwaga: Kazde rozwiazanie powyzszego réwnania rézniczkowego, nie bedace stata,
spetnia réwnanie Eulera. Rozwigzanie state moze, ale nie musi, spetnia¢ réwnania
Eulera (zawsze trzeba to sprawdzi¢!).
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

1+y"
1+y

Przykfad: Znajdz funkcje y(z) dla ktérej I[y] = J

dx osigga wartosé

1

stacjonarna.

Poniewaz funkcja podcatkowa nie zalezy od x, wiec réwnanie E-L przyjmuje

posatac:

V19?0 VIV L g2y = L
1+y oy 1+uy 2

A stad otrzymujemy:

1— 2 1 2 1
p_loc(lty” 04y g g
(1+y) 1—c2(1+y)?

1 1
V1= +yP=a+d = @+ +0+y)’ =5

gdzie ¢ oraz ¢’ s3 statymi.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Znajdz réwnanie rynny ewakuacyjnej, tzn. krzywej wzdtuz ktérej ciato zsuwajac sie

bez tarcia przebedzie dang dtugosé¢ w najkrétszym czasie (problem brachistochrony)

Czas potrzebny na przebycie odcinka krzywej od (z1,4y1)  w.0—k p
do (z2,y2) dany jest przez:

T_(zTW)@_I\/m— T 1+y’2 1/2d IF
= » e —29;1; = xX (320 32)

2gx

(z1,91) Zie
1 L y12 1/2
Poniewaz w tym problemie F' = ( ) , wiec rownanie E-L daje:
d OF N F ; 1 N y'? 1
—— = — = const = = —
dx Oy’ oy’ V2a z(1+y?) 2a

xdx
(2ax — x2)1/2
oraz wykonujac zmiane zmiennych x = a(1 — cos ) otrzymujemy:

y= [ a(l - cos0)dd = a(0 —sin6)

Przeksztatcajac ostatnie réwnanie do postaci: y = j

Sa to réwnania parametryczne cykloidy.
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Naturalne warunki brzegowe

Zatézmy, ze wartosci funkcji u(x) s3 nieustalone na brzegach przedziatu (1, x2),
co oznacza, ze du(z1,2) # 0. W tej sytuacji wariacja funkcjonatu prowadzi do
réwnania E-L oraz tzw. naturalnych warunkéw brzegowych (NWB):

[—5] +f[ d(gFﬂaud =0 = % _or

= o, ="
/2 N9 %
: .Io [*(’U‘ )<+ u” + 2u:17] dz.

Z1 x2

Przyktad: Dany jest funkcjonat Ju]

2
Znajdz funkcje stacjonarng u(z) gdy u(0) oraz u(w/2) nie sa znane.

Roéwnanie E-L przyjmuje postac:
oF d (OF\ _ d M " _
___<8u)_0 = u+x—%(—u)—0 = u tu=-—x

Rozwigzania réwnania jednorodnego i niejednorodnego przyjmuja postac:

up(z) = crsinxz + cocosx  oraz  uy(x) = —=x

Naturalne warunki brzegowe: — = —u/(m/2) =0}

z=m/2

prowadzg do: ¢; =1 oraz cp = —1

Ostatecznie otrzymujemy: u(x) =sinz —cosz — x
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