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Zmienne potozenie punktéw koncowych
W niektérych zastosowaniach granice przedziatu nie sg okreslone i musza by¢

wyznaczone wraz ze stacjonarng funkcja (np. odlegtos¢ pomiedzy krzywymi).
Niech J[u f‘m F(x,u,u)dx ;
oraz  wg = u(xo) = f(zo) 1w =ulxy)=g(x1)
Mozna pokaza¢, ze rozwigzaniem tego problemu jest

réwnanie E-L uzupetnione o nastepujace dwa warunki:
OF

oF
) = = I = =
F+(f u)au/]mzm0 [F + (g u>8u’ 0

T=T1

Przykfad: Znajdz najmniejszg odlegtos¢ pomiedzy f(z) =2 —3 i g(z) =€

Dla funkcjonatu odlegtosci I[u] = le V1 + (u')%dx funkcja stajonarna na
ptaszczyznie jest linia prosta w(z) = c1x + co.

Dodatkowe warunki prowadza do réwnan:
A4+ + (a1 —c}) =
creft = —1

(z1,u(z1)) =(0,1) = =1 = u(az) =—z+1

Poniewaz (zg,up) = (2,—-1) = Iu f2 V1+ (W) de = —
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Funkcjonat zawierajacy pochodne wyzszych rzedéw

T2
Rozwazmy funkcjonat I[u] = jF(a:,u,u',u")dx

Ty

oF d (0F d> [ OF
Odpowiadaj ¢ ie E-L taC: — — — | — — | =—]=0
powiadajace mu réwnanie ma postac: = — <6u’) + 122 <8u”)

Jest to zwyczajne réwnanie rézniczkowe czwartego rzedu, a wiec potrzebne sa
cztery warunki brzegowe wynikajace ze znikania wariacji du =0 oraz du’ =0
na krancach przedziatu catkowania w punktach 1 i xs.

Naturalne warunki brzegowe w tym wypadku maja postaé:
[d (8F>_8F] — 0 oraz oF
dz \ ou" o' | i 2o ou’

x2

W ogdlnym przypadku mamy: [I[u] = IF (x,u,u’,u”, ...,u(")> dx

=0

T=2T1,T2

Réwnanie E-L przyjmuje postac: o

a_F_i 3_F _|_d_2 a_F — _|_(_1)"d_n 3_F =0
Ou dxr \ou dz? \ ou' dzm \ du |

Jest to zwyczajne réwnanie rézniczkowe rzedu 2n, wymagajace 2n warunkéw
brzegowych wynikajacych ze znikania wariacji du = 0, 6u’ =0, ..., su(*~D =0

na krancach przedziatu catkowania w punktach 7 i xs.
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Funkcjonaty z dwiema zmiennymi niezaleznymi
Rozwazmy funkcjonat w ktérym funkcja u(x,y) zalezy ¥
od dwdch zmiennych niezaleznych x oraz y: ic
¢ dsy
dx

u] = ffA F(z,y,u, ug, uy) dedy
Zadamy aby wariacja funkcjona’fu znikata (0x=3Jy=0):

H [—5 +— Juz gf; 5%} dzdy = 0

Z przemlennOSC| operacji wanacji i rézniczkowania, oraz pochodnej iloczynu, mamy:

ds

OF J (OF 0 (OF J (O0F
—0 1) — ou+ — 1) ou| dxdy =0
If { o (aux ) O (au> "oy <8uy > By (a ) “] o
Korzystajac z twierdzenia Greena, [[, (P, + Qy)dzdy = §, (Pdy — Qdx),
mozemy powyzsze réwnanie przepisaé w postaci:

oF 0 (OF OF dy OF dx B
ff {%—%Q%%) 3y<3uy)] oudzdy +96{0ux£_6_uyE] duds =0
. . ~oF 0 (OF g (oF\
Réwnanie E-L: T (8_%) 6_y (a_uy) =

z warunkiem brzegowym u(z,y) = uo(x,y) na konturze C jeli du = 0.
M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 3 3 /15




Funkcjonaty z dwiema zmiennymi niezaleznymi
OF dy  OF dx

Oug ds  Ouy ds o

Jesli du # 0 na C, wtedy NWB na C' ma postaé:

Przyktad: Znajdz réwnanie E-L dla funkcji stacjonarnej u(z,y) funkcjonatu
14 3 (U2 + uguy + u? + 2zu) dedy, gdzie obszar A to kwadrat 0 < z,y < 1.

Warunki brzegowe s3 zadane przez u(0,y) = 3y, u(x,0) = 2z oraz jako NWB dla
r=1Iluby=1.

Réwnanie E-L przyjmuje postaé:

L2 (RS W WV 6 W W ‘
utz— o | Uz Sy o9 U | = o
0x2 = Oxdy N ‘o T

Warunki brzegowe: zadane w postaci u(0,y) = 3y, u(x,0) = 2z oraz NWB:

dx OF 1
:1: = = _—= = x —_ =
T dr =0, dy ds,ds 0:>8um 0= u +2uy 0

d OF
yzl:da::—ds7dy:0,—y:0:>—:0:>uw:O

ds Ouy

_—
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Minimalne powierzchnie - problem Plateau

W wielu problemach fizyki energia potencjalna jest proporcjonalna do powierz-
chni. Zastosowania m. in. w inzynierii molekularnej czy fizyce czarnych dziur.

Przyktad: Najmniejsza powierzchnia rozpostar drucie opisanym funkcja
u(x,y) = g(x,y), ktérego rzut na ptaszczyzne

Chcemy zminimalizowa¢ funkcjonat powierzchni:

ITu) = £j \/1 i (%)2 + (g—;)dedy

przy warunku brzegowym wu(z,y) = g(x,y) na
konturze C.

“wire frame”

Réwnanie E-L przyjmuje postaé:

0 |1 —1/2 o0 [1 —1/2
0— 2 [5 (1 + u? + uz) (2uz)} - 8_y [5 (1 +u2 + ui) (2uy)| =0

(1 + uz) Ugy — 2UgUylUgy + (1 + ui) Uyy =0
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Réwnania Eulera dla wielu zmiennych zaleznych

o Rozwazamy funkcjonat zalezny od dwéch zmiennych niezaleznych (z,y) oraz
dwéch zaleznych u(z,y), v(z,y) w postaci: F'(z,y,u, v, Ug, Vg, Uy, Vy).

Odpowiadajace mu réwnania E-L maja postaé:

oF 0 (OF\ 0 (0F) _, oF 0 (0F) 0 (0F) _,
Ou  Ox \Ouy oy \ou, ) v O0x \0vy oy\ov, )
Ustalone lub naturalne warunki brzegowe na konturze C' majg postac:
_ OF dy  OF dv
u(z,y) = uo(,y) lub Ouy ds 6_%5 =
OF dy OF dv

v(z,y) = vo(z,y) lub Boids o ds

Rozwazamy sytuacje w ktérej F' na postaé F'(z,u;(z),u,(z)), i=1,2,...,n.

Odpowiadajace mu réwnania E-L maja postac:

F F
0 d 9 =0, dlai=12....n

_oF

- /
8'1,67; T2
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oF
z warunkami brzegowymi u;(x1) = u;, u;(xs) = u? lub v
u;

Z1
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Przyktad - dwie funkcje zalezne

Przyktad: Znajdz funkcje stacjonarne u(z) i v(x) funkcjonatu:

Tu,v] = Jgr/ . (V2 + v’ + u?) dz
z warunkami brzegowymi u(0) = 1, v(0) = 3/2, u(n/4) = 2.

Roéwnania E-L i ich rozwigzania:
v =2u=0
u” 4+ 20" =0

Z warunkéw brzegowych mamy: u(x) = cos (2z) + 2 sin (2z)

} = u'4+4u=0 = wu(x)=cicos(2x)+ czsin (2x)

Wstawiajac do pierwszego z r. E-L otrzymujemy:
1
v(z) = — 5 cos (2z) — sin (2z) + c3z + ¢4

Z warunku brzegowego v(0) = 3/2 otrzymujemy c4 = 2.
Poniewaz nie jest podany warunek brzegowy dla v(w/4), wiec stosujemy NWB:
oF

=0 "4+ 20
ZA = [u +20]

4:0 = ¢c3=0

z=m/

1
Ostatecznie mamy: v(z) = 5 cos (22) — sin (2z) + 2
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Réwnania E-L z wiezami - wiezy catkowe

T
Rozwazmy funkcjonat I[u IF x,u,u’)dz, oraz zatézmy, ze funkcja u(x)

z1
podlega dodatkowemu ograniczeniu (wiezowi) w postaci catki oznaczonej:

T
jG(ac,u,u’)dac = K = const

1

Do znalezienia r. E-L wykorzystamy metode wspoétczynnikéw Lagrange'a:

0 {A ?G(m,u, u')dx — K] } =9 {A TZG(x,u,u’)dx} =0

t3czac ten wynik z wariacja funkcjonatu I[u] otrzymujemy:

|Jfouu dx—l—Awauu)dx] —5JFAxuu)dx 0

Z1 Z1

Rozszerzony funkcjonat F' = F + AG spetia standardowe r. E-L, przy czym
wspdtczynnik Lagrange’'a A jest dodatkowym parametrem, ktéry musi byé
wyznaczony z warunkéw poczatkowych u(x1) = uq, u(x) = ug oraz r. wiezdw.
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Wiezy w postaci catkowe]

Przyktad: Szukamy réwnania krzywej o zadanej dtugosci [, ktéra przechodzac

przez punkty (—a,0) oraz (a,0) ogranicza wraz z odcinkiem osi « obszar o
maksymalnej powierzchni.

Szukamy wartosci stacjonarnej funkcjonatu: "
a
Iu] = fF(:v,u, u')dx = j udx )
“a at.
z wiezem w postaci catkowej:
a -a a

jG(aﬁ,u,u')dm = j [14+w?]Y2dz =1

—a

Réwnanie E-L dla F = F + AG przyjmuje postaé:
d u’ . Jd=z Au/
dr | (1 —|—u’2)1/2 B (1 —|—u’2)1/2

Po kolejnym przeksztatceniu i scatkowaniu otrzymujemy:

1 :1‘—01

A2—(2—C1)2+Cy = (x—C1)%+(u—Cy)%=A2

State C1, Cs i A wyznaczamy z warunkéw narzuconych przez wiezy:
Cy=Cy=0,A=aoraza=1/m.

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 3




Wiezy algebraiczne i rézniczkowe

Poszukujemy funkgji stacjonarnych u(x) i v(z) funkcjonatu:
Iu,v] = jF(:L‘,u,v,u',v’)dx

x
podlegajacych wiezom algebraicznyrﬁ w postaci:  ¢(u,v) =0
lub wiezom w postaci réwnania rézniczkowego: ¢ (u,v,u’,v’) =0
Gtéwna rdéznicg pomiedzy wiezami w postaci catkowej i rézniczkowej (algebraicznej)
jest to, ze te pierwsze charakteryzuja caty przedziat (z1,x3), a te ostatnie zaleza
od kazdego punktu wewnatrz tego przedziatu.

Dlatego w metodzie mnoznikéw Lagrange'a, A jest efektywnie funkcja A(z).

Prowadzi to do funkcji rozszerzonej w postaci F = F + A(z)¢

Z warunku znikania wariacji funkcjonatu 61[u,v] = 0 otrzymujemy r. E-L dla
funkcji u(z) i v(x).

o L <Z5 99 45 ¢
Wariacja funkgcji wiezéw daje: ¢ = 8 —fv+ — P 8 Sov' =0
Mnozac 0¢ przez A(z) i catkujac w zakresne od x1 do g, otrzymujemy:

345 o¢ 99 s _
fA ( 500+ oo+ 56y ) de =0
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Wiezy algebraiczne i rézniczkowe

Catkujac przez czesci dwa ostatnie wyrazy otrzymujemy:

‘¢ ) ) Cd (.0
JA(w)a—f,du'dxz [A( )8¢, L fdx (Aad))éudxzo

T 00, 9¢ =g 9¢
JA($)%5vd:c—{A( )alév] . jdm( 5 >5vdx—0
taczac powyzsze z 61 = § [Fdx = 0, otrzymujemy:
F(roF d (OF o¢ d [, 0¢
S5 - o) a5 (a5 | o

OF _d (9F\ 99 d (, ¢ B
oo~ m (a) +15, — a (agy) o de =0

A stad otrzymujemy:

8_F_i<8F)+ 8¢ d(c‘)d)) 0 = 3_F d (O0F

u o) T ou " @ \Mow ou ~da\ow )| "
OF d (OF 9 d ([, 00\ _ OF d (0F\ _
v dx (%) v dx (A(% ) =0 = v dr \ o) 0

Korzystajac z powyzszych r. E-L oraz z r. wiezébw wyznaczamy: u(z), v(z), A(z).
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Réwnania E-L z wiezami

Przyktad: Znajdz funkcje stacjonarne dla funkcjonatu:

il = f) {3 107+ () 4w} do

2
podlegajace wiezowi w postaci ¢(u,v’) = v' —u = 0, przy warunkach
brzegowych: u(0) = 0, u(1) =0, v(0) =0, v(1) = 0.

Funkcja rozszerzona ma postac:

F(A, z,u,v,u/,v") = F + A(z)p = % (u? +v"%) + uv + Adz) (v — u)

R. E-L dla funkcji u(x) i v(z) przyjmuja postaé:
d

. n o_ " _
I: v—A—d—(u)—O = u'—v=-A Y

X " / 1"

Uu —v =0 —Uu

d
Il u— 2+ A) = VA B
U dx(v +A)=0 = ' -u

Korzystajac z réwnania wiezéw, v' —u = 0, otrzymujemy: u”/ —u' =0
Rozwigzanie ma postaé: u(x) = cie™* + coe® + c3

Z réwnania wiezdw znajdujemy: v(x) = —cie”® + coe® + c3x + ¢4

State ¢; - ¢4 wyznaczamy z warunkéw brzegowych:

ca=¢e/(e=3), co=1/(e—3), ca=—(e+1)/(e—3), ca=(e—1)/(e—3)
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Wiezy algebraiczne i rézniczkowe

W ogdlnym przypadku n funkcji zaleznych (u;(z), i = 1,...,n) oraz m wiezéw
postaci (¢;(u1, ..., un, ul, ..., ul,) =0, j =1,...,m) mamy n + m réwnan:

OF d [OF
8ui dx <8u2> 0’ v y ey 10 ¢J O’ J y ey T

gdzie F=F+ ZAj(x)gbj

j=1

Z réwnan tych oraz z warunkéw brzegowych wyznaczamy nieznane funkcje
stacjonarne u;(z) oraz mnozniki Lagrange’a A;(x).

Jesli funkcja F jest lagrangian uktadu, L =T — V, to zasada wariacyjna prowadzi
do wniosku, ze catka po czasie z lagrangianu uktadu musi w ruchu rzeczywistym
przyjmowa¢ wartos¢ ekstremalng (zasada Hamiltona). Kiedy sity dziatajace w
uktadzie sg zachowawcze to wdwczas r. E-L przyjmuja postacé:

or dor oV

dq;  dtdq; g
i =1,...,n, gdzie n jest liczba stopni swobody, a g; to wspdtrzedne uogdlnione.
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Réwnania E-L z wiezami

Przyktad: Dysk toczacy sie bez poslizgu po statycznej réwni pochytej.

Jako zmienne stuzace do opisu ruchu wybieramy y oraz 6. \
5l

Warunek toczenia sie bez poslizgu zapiszemy jako wiez: \

y=RO = ¢(y,0)=y—RI=0

Energia kinetyczna i potencjalna toczacego sie dysku:

1_. 1
T = 5[02 + imgf, V = —mgysina

F=T-V+4+A®lt)p= %IéQ + %my'z + mgysina + A(t)(y — RO)

Réwnania E-L przyjmuja postaé:

I: mgsina—i—A—%(my):O = mij—mgsina=A |
d

ZI6)=0 = I6=—RA

=

y:Ré§ =
Il — RA—
2 gsina

<mR+ ﬁ)ﬂzngSina = = ggsinm 0= 3R
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Minimum, maksimum czy punkt siodtowy

o Roéwnania E-L wynikaja z zadania zerowania sie wariacji funkcjonatu i stanowia
warunek konieczny jaki musi spetnia¢ funkcja, aby funkcjonat przyjmowat dla
niej warto$¢ stacjonarng (minimum, maksimum lub punkt siodtowy).

o O tym, ktéra z powyzszych sytuacji ma miejsce, decyduje zachowanie drugiej
wariacji funkcjonatu:

dJ LI o ;
J(o,u(z; ) = J(u(x)) + o a:oOH— o2 - o + O0(a?)
- aJ|  _ F(oF oF B OF d OF _
S f (W“”w" <~’”>) =0 = G wow
d2J FOPF , 0°F  9°F ,
@azo—f(w’? I S ow T au” >d”f

Z1

o Funkcjonat J[u] osiagga minimum (maksimum) dla funkgji stacjonarnej u(zx)
2

da?|,_
oraz dla kazdej n(z) # 0 ktéra spe’m?a warunki n(z1) = n(z2) = 0.

spetniajacej réwnanie E-L jesli > 0 (< 0) dla wszystkich x € [z1, 2]
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