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Wiezy i wspotrzedne uogdlnione

Ruch ciat czesto nie jest swobodny lecz ograniczony

tzw. wiezami (np. ruch czastki moze by¢ ograniczony

do zadanej krzywej lub powierzchni, bryta sztywna,

gaz w pojemniku, itp.). T

Rozrézniamy wiezy geometryczne (zalezne tylko od {7;}) &
oraz kinematyczne (zalezne takze od {7;}).

Przyktady wiezéw geometrycznych:

o Ruch czastki ograniczony do zadanej powierzchni: f(7) = f(x,y,2) =0, np.
224+92+22-R2=0
o Czastka na deformowalnej (ruchomej) powierzchni: f(7,t) = f(x,y, 2,t) = 0.

o Dwie czastki potaczone sztywnym pretem o dtugosci £: |7y — 7| — €2 =0

Konfiguracja uktadu nazywamy zbidr {7;} wszystkich mozliwych potozen zgodnych
z warunkami narzuconymi przez wigzy.

Zbiér niezaleznych zmiennych {q1, ..., ¢, } opisujacych w petni konfiguracje uktadu
nazywamy zbiorem wspétrzednych uogdlnionych.

Oznacza to, ze znane s3 relacje 7; = 7i(q1, ..., qn), gdzie i =1,..., N.
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Wiezy i wspotrzedne uogdlnione

Przyktad: Wspotrzedne uogdlnione dla uktadu czastek pokazanego na rysunku.

Zmienne x oraz 6 s3 wspdtrzednymi uogdlnio- k

nymi poniewaz s3 niezalezne i pozwalaja na L . —a— R

petny opis konfiguracji uktadu: 0 TN,
771 = LIIZ : B
7 = (# 4 asinf)i — (acosO)k m

Liczba stopni swobody uktadu to liczba wspétrzednych uogdlnionych niezbednych
do opisu uktadu.

Uwaga: Liczba stopni swobody jest réwna liczbie réwnan ruchu koniecznych do
opisania ruchu uktadu.

Powyzsza dyskusja jest prawdziwa dla wiezéw geometrycznych.

Wiezy kinematyczne zawieraja oprécz wspotrzednych takze predkosci, ktére moga
zaleze¢ zardwno od {g¢;} jak i {q;}. Generalnie wiezéw kinematycznych nie mozna
uwzgledni¢ wprowadzajac nowe wspotrzedne uogdlnione i tego typu wiezy trzeba
uwzgledni¢ jako dodatkowe (do réwnan ruchu) réwnania rézniczkowe potrzebne do
rozwigzania problemu.
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Wiezy kinematyczne catkowalne i niecatkowalne

o Wiezy kinematyczne dzielimy na catkowalne i niecatkowalne.
Wiezy catkowalne mozna sprowadzi¢ do wiezéw geometrycznych.

Przyktad: Cylinder toczacy sie bez poslizgu po réwni pochyte;.

Warunek toczenia sie bez poslizgu wzdtuz linii prostej oznacza, ze i@ = r0.

(z - pozycja srodka masy cylindra, lub 6 - kat obrotu wzgledem $rodka masy).
Réwnanie to mozna scatkowaé otrzymujac wiez geometryczny x = r6, ktéry
mozna uwzgledni¢ redukujac liczbe wspdtrzednych uogdlnionych.

Taki uktad ma wiec efektywnie tylko jeden stopien swobody.

o Wiezéw niecatkowalnych nie mozna sprowadzi¢ do wiezéw geometrycznych.

Przyktad: Dysk o promieniu r toczacy sie po poziomej ptaszczyznie.

Uktad ma cztery stopnie swobody. Jako wspdtrzedne
uogdlnione wybieramy: x, y, 6 oraz ¢.
Warunek toczenia sie bez poslizgu: v = rgf) daje dla
sktadowych predkosci punktu C":

i=rdcosh §=rpsinb

Réwnania te nie moga by¢ scatkowane poniewaz 6 jest nieznang funkcja czasu.
Wyktad 4 3/ 15
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Wiezy holonomiczne i nieholonomiczne

o Uktad mechaniczny nazywamy holonomicznym jesli wystepuja w nim tylko wiezy
geometryczne lub kinematyczne catkowalne.
W przeciwnym wypadku uktad nazywamy nieholonomicznym.

o Jesli réwnanie wiezéw zalezy od czasu to uktad nazywamy rheonomicznym.
W przeciwnym wypadku méwimy, ze uktad jest skleronomiczny.

o W przypadku wiezdw holonomicznych, zastosowanie wspotrzednych
uogdlnionych prowadzi do tozsamos$ciowego spetnienia réwnan wiezéw.

Przyktad: Podwdjne wahadto w ustalonej ptaszczyznie.

Uktad ma dwa stopnie swobody. Jako wspétrzedne
uogblnione wybieramy: ¢; = 67 oraz g = 65:

x1 =Ilysinfy, 1y, =11 cosb
Lo = l1sinf; + losinfy,  yo =1y cosfy + s cos Oy
Réwnania wiezéw s3 spetnione tozsamosciowo:
2sin? 6, + 12 cos? 0, — 12 =0

12sin 0y + 12 cos? Oy — 12 =0 y
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Przestrzen konfiguracyjna

~—z— B

o Zbidr wspdtrzednych uogdlnionych ¢ = (q1, 92, ..., qn) 1
wygodnie jest traktowaé jako punkt w n-wymiarowej o }\
przestrzeni konfiguracyjnej. | B
9
/‘k °
=

o Pozycja punktu w przestrzeni konfiguracyjnej w petni
okresla konfiguracje uktadu poprzez relacje:
=77, i=1,.,N

o Pochodne czasowe § = (d1,G2, -5 4n) Nazywamy
uogdlnionymi predkosciami uktadu S.

o Poniewaz 7; = 7;(q) oraz ¢ = q(t), wiec predkosci czastek uktadu s3 liniowymi
kombinacjami predkosci uogdlnionych:

o Przyspieszenia czastek uktadu dane s3 przez:
- d<3ﬁ>. 873] —~ O — OF; .
=2 g\ )t a-0i| = D 5 Gkt ) 50
;[dt dq; ) 7 g 7 j;l dq;0qy, ;8% /
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Energia kinetyczna we wspétrzednych uogdlnionych

Przyktad: Energia kinetyczna uktadu puktéw P; i P

Poniewaz predkosci punktéw sa odpowiednio réwne:

Uy =41t oraz Uy = @i+ (acosfi+ asind k)6 w

wiec energia kinetyczna ukfadu wyraza sie przez:

1 1 . .
T= §m(171-171)+§m(172-172) = md:2+§ma292+(macos 0) 10

Energia kinetyczna uktadu czastek jest jednorodng forma kwadratowg w
zmiennych ¢1, ..., Gn:

1 N 1 N or: o7 n
- §Zmi(6"q" - 52 (Z ~ 4 > (Z 3(; 4l> = > an(@iwd

J,k=1

N
. 1 or;  or;
gdzie ar(q) = 5 g m; < . (9ql>'

i=1 O
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Zasada D'Alemberta

o Roéwnania Newtona dla dowolnego uktadu N czastek:
m,’[); :F:Z-S—i-.ﬁic i=1,...,.N
gdzie F'S to sity przytozone, a FC to nieznane sity wiezéw. .

o Wirtualnym przesunieciem nazywamy kazde przesuniecie
zgodne z natozonymi wiezami, w ustalonej chwili czasu:

= OF

— (3

57"1‘ = Z 8_(]] 5(]j
j=1

dq; to wirtualne przesuniecia w przestrzeni konfiguracyjnej.

o Zasada d'Alemberta: Poniewaz wiezy nie wykonujq wirtualnej pracy, wiec
N

S FEC =0 = Z S — myt;) - 67 = 0
i=1
o Wirtualna praca wykonana przy przesunle;cnu 0T wynosi:
N n
- or, ory
oW =Y FF -7 ZZFS . ZQMJ
i=1 i=1 j=1
N Lo 0T . .
gdzie Q; = Zi:l Fis : 8; to tzw. uogdlnione sity.
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Réwnania Lagrange'a

Drugi wyraz wystepujacy w zasadzie D'Alemberta przyjmuje postac:

- O
Zmzvz or; = ZZmsz 94, 0gq; =
i=1 =1 j=1
v {i(mﬁ‘ @>_m.5. i(@)}(;q,_
im1 =1 dt r 6q] v dt 8q] J
Poniewaz:

d [ oF, "9 (OF\ . 8 (0F oF . OF\ _ 07
—_ - — —_ _ + = = —_—
at (aqj) Z;aq, (aqj)ql at (8%) (Z ™ ) 94;
a7, O~ 07 | OF a5, oF
= — = g+ = — =
dt ; g, F T o Bdr _ Oqn
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Réwnania Lagrange'a

o Z zasady D'Alemberta otrzymujemy wiec:

Zn d (0T OT 40T T
dt N e e — o =Q; =1,
{dt <6QJ> aq]}(sq] Q] = aQ aq] aq] QJ J geeey 1O

j=1
o W przypadku uktadéw zachowawczych, F’J =-V.V, sity uogdlnione mozna
zapisa¢ jako:
N N
= o oV ox; 0oV oy, 0V 8%) ov
Q] ; 8q]' ; <6l‘l 8q]' 8yi 8q]' 62’, 8(]]' 8qj

a réwnania Lagrange’a przyjmuja postac:
dor oT ov )
—— = — ji=1,..,n
dt 8(]j 3qj aqj

.oV o . . o .
Poniewaz — = 0, wiec réwnanie te mozna zapisa¢ w postaci:
4aj
d (0L oL 1 n
dt \ 0g; dgq;’ ST
gdzie L =T — V to funkcja Lagrange’a lub lagrangian (lagranzjan).
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Zastosowania rownan Lagrange'a

Przyktad: Blok zsuwajacy sie bez tarcia po réwni, ktéra takze moze sie poruszac
bez tarcia po poziomej powierzchni.

Jako wspétrzedne uogdlnione wybieramy x oraz

y jak na rysunku. Obliczamy energie kinetyczna N Y
i potencjalng uktadu: o
1 1 .
T = SMi? + om (3% +§* + 2ij cos a) v

V = —mgysina

Obliczamy wielkosci potrzebne do réwnan Lagrange'a:

or _ orT _ . : v _

5 =0, S5 =M+ m)z+mcosay, G- =0.

oT _ oT _ ) : ov :

3y =0, 35 = mcosax + my, oy — —mgsina.

Réwnania Lagrange'a przyjmuja postac:
4 (M +m)i+mcosag]—0=0

d . . _ .
. o E.[mcgsax—i—my]—O—mgsm.a
Po zrézniczkowaniu i rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymujemy:
mg sin a cos a . (M+m)gsina

M +msin®a g= M +msin?a
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Zastosowania rownan Lagrange'a

Przyktad: Znajdz réwnania Lagrange'a dla uktadu przedstawionego na rysunku.

Punkt P; $lizga sie bez tarcia. Brak sity grawitacji. Na punkt P, dziata sita l*:(t)

Jako wspoétrzedne uogdlnione wybieramy x oraz 6

-—z——

jak na rysunku
Sita zalezna od czasu nie moze by¢ przedstawiona
za pomoca potencjatu. W tej sytuacji musimy Fe

obliczy¢ sity uogdlnione z definicji.

-

Poniewaz FS =0, F5 = F(t)i, 7 =i, 7 = (z+asinf)i — acosfk wiec:
87‘1 =G 8’?2

Q. = F. i + FS. = 04 F(t)i-i=F(t)
Qo = F° . % B % =0+ F(t)i- (acosbi+ asinf k) = acosf F(t)
Energia kinetyczna uktadu 7' = mi + (ma cos 0)26 + %méz
Réwnania Lagrange'a: (ft [me+ (macos@)&] = F(t)
d . o Ao
o [(macos 0)x+m0] - [—(masm 0)3:0] = (acos@)F(t)
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Réwnania Lagrange'a - przykfad

Przyktad: Czastka o masie m $lizga sie po wewnetrznej powierzchni stozka

(rysunek). Znajdz réwnanie ruchy czastki.

Jako wspétrzedne uogdlnione wybieramy wspdtrzedne
cylindryczne r, 6 oraz z.

Korzystajac z réwnania wiezéw z = r/ tg o mozemy
wyeliminowa¢ jedna ze wspotrzednych.

Energia kinetyczna:

1 1 : 1 : 2
§mv2 = §m(1‘2 +7r20% + 32) = §m(152 + 7202 + 72 ctg? o) = #?/sin® a + T—2

Energia potencjalna (V(z =0) =0): V =mgz = mgrctga
1 .
Lagrangian: L = im(i'2/81n2 a+1260%) — mgrctga
Poniewaz L nie zalezy bezpo$rednio od § wiec mamy:
OL

o = mr26 = const — moment pedu wokét osi z.

Réwnanie ruchu dla wspétrzednej 7: 7 — rf2 sin a + gsina cosa = 0

v
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Réwnania Lagrange'a - przykfad

Przyktad: Znajdz okres matych drgan wahadta matematycznego umieszczonego

W wagonie poruszajacym sie z przyspieszeniem @ w kierunku osi x.

Warunki poczatkowe: 2:(0) = 0, z(0) = vo.
Pozycja i predkos¢ masy m:
T = vot + %at2 +1lsinf® y = —lcosf

@ =vg+at+10sinb y:lécosﬁ

Lagrangian: L=T —V = 1m(vo + at + 10 cos 0)? + m(10sin 0)2 + mgl cos §

Réwnanie ruchu dla wspétrzednej 6: 6 = —% sinf — %cos&
Znajdujemy punkt réwnowagi 6 = 0. zadajac aby =0 = tgb.= _4
g

Rozwazamy mate drgania wokét punktu réwnowagi, 6 = 6. + 1, gdzie n jest mate:

0=1= —%sin(Ge—i—n) - %cos(95+n)
Zachowujac wiodace wyrazy w rozwinieciu sin7 i cosn otrzymujemy:
1 Va2 + g2 l
= —=(gcosl, —asinb.)n = ﬁ:—a——i_gn = TZQWL
l l /a2 + g2
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Ukfady standardowe z ruchomymi wiezami

o Teorie rébwnan Lagrange'a mozna rozszerzy¢ na klase probleméw z wiezami
zaleznymi od czasu (np. czastka zmuszona do okreslonego ruchu, czastka
zwigzana z ruchoma powirzchnia).

o Konfiguracja uktadu okreslona jest za pomoca relacji:

n
o o ;, ory . 0T
7=t = Ti= —lqj—}-a—tZ

i=1,..,N
dq;

=1
o Natomiast energia kinetyczna jest niejednorodng forma kwadratowa:

n n
T(q,q.t) = > aj(@t)dr + Y bi(7.t)d; + c(d,t)
Jik=1 j=1
o Poniewaz ruchome wiezy wykonuja prace nad uktadem, wiec catkowita energia
T + V nie jest zachowana.
o Jednak wykonana przez wiezy praca wirtualna Zi\il F'Z»C - (07;/0q;)0q; = 0,
a wiec spetnione sg réwnania Lagrange'a.
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Ukfady standardowe z ruchomymi wiezami

Przyktad: Rozwazmy wahadto, ktérego punkt zawieszenia porusza si¢ w zadany

spos6b, np. Z(t) = Zy cos (pt).
Wektor wodzacy punktu P:
7= (asin0)i + (Z(t) + acos )k
Energie kinetyczna i potencjalna uktadu:
T = %m ((120'2 -2 = 2aézsin0>
V = —mg(Z + acosf)

Réwnanie E-L dla 6: %ma(aé — Zsin6) + mabZ cos§ = —mgasin 0

0/0,

i Zop? L
0+<Qz+0—pcos(pt)) sinfd=0, Q=,/2" MM’WMM’]MM”MM’]
a a | /27
25
W celu znalezienia rozwigzan numerycznych

wprowadzamy bezwymiarowe parametry: 7 = pt, ..

p/Q = 1.1 (gbrny), 1.9 (dolny) oraz Zy/a = 0.2: :
d29 QQ ZO /\ /\/\/25 T/21
@4-(1)—2—1-(7) COST) sinf =0 :: \/
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