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Wiadomosci wstepne

Funkcje trygonometryczne:
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~ tozsamosci trygonometryczne dla pojedynczego kata: 2
: 1 sin o : tan o 1
sino+cos’ o =1 tan o = = sino = 2 cosa = 2
cota cosa J1+tan®a J1+tan®a
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Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamosci trygonometryczne dla dwoch katow:

= Wyprowadzenie wzorow na sinus i cosinus sumy katow:
~ wspotrzedne punktu P: w Oxy: (cos(a+p), sin(a+f)) oraz w Ox’y’: (cosp, sinf3)
~ wspotrzedne punktu R: w Oxy: (O, sin(a+p))

~ cos B =x'=TN+NP = MR+NP = OR sina + RP cosa =
= sin(a.+f) sin o + cos(a+P) cos a

~ sin B =y’=0M-TM = OM-NR = OR cosa + RP sina =
= sin(a+f) cos a - cos(a+f) sin o

~ mnozac pierwsze z powyzszych rownan przez

sina a drugie przez cosa otrzymujemy:
sin(a+f) = sina. cosP + cosa sinf
» podobnie znajdujemy:
cos(a+f) = cosa cosP — sina sinf3
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Tozsamosci trygonometryczne

Podstawiajgc -3 zamiast B w powyzszych wzorach, znajdujemy wyrazenia

na sinus i cosinus roznicy katow. W rezultacie mamy:
sin(axPB)=sinacosP +cosasin
(atp) P o P = tan(atp)=
cos(a.+B)=cosa.cospFsinasinp
Wazne przypadki szczegolne:
Sin2o = 2SN acosa tan2o =

tana = tanp
l¥tanatanf

2tana
1-tan’ o
sin(axp)
cosa. Cosf3
Dodajgc stronami wzory na sin(a£) a nastepnie stosujgc podstawienia

cos2a.=cos’ a—Sina  tanaxtanf=

o+p =y oraz a—PB = & znajdujemy wyrazenie na siny + sind. Postepujac
analogicznie mozna znalez¢ pozostate z ponizszych wzorow:

(v —§) _
siny+sind =2sin (mj CoS y=9 COSY + C0S6 = 2 cos(mj cos(u)

2 N 2 2 2
Ny —sing = m)-/m\ _ __(m)(m)
siny SIﬂS—ZCOS( 5 sm\ 5 COSY — C0Sd = —-258in 5 )sinl
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Funkcje hiperboliczne

Odwrotne funkcje trygonometryczne (funkcje arcus):

A A A
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y — Sin_lx y= COS_l,x 2 y - tan_lx \
| T | | | L

1 3
1 1 > X

e

| I I N —— . _ l 1 l ]
-1 1 -2 -1 | )

1 7
2

Definicja: Funkcje hiperboliczne zdefiniowane sa w nastepujacy sposob:

sinhx:%(ex—e‘x) coshx=%(ex+e‘x)
Wiasnosci:
sinh(=x) = -sinh x cosh (-=x) = cosh x cosh? x —sinh? x =1
sinh2x = 2sinh x cosh X cosh? x +sinh? x = cosh 2 x tanhx=smhx
cosh x

sinh(x £ y)=sinh xcosh y+cosh xsinh y
cosh (a = B) = cosh xcosh ytsinh xsinh y

tanh x ttanh vy
1+tanh xtanhy

}: tanh(x + y)=
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Wykresy funkcji hiperbolicznych

Funkcje hiperboliczne: Math
y Player
A
y = coth x
2=
y=1
D Y= tanh x
> X
-2 = 1 2
wl y=-1
y = coth x
[ L] [ [ y

Odwrotne funkcje hiperboliczne (funkcje arcus): .., |

y=:tanh‘1x :

Y y=sinhx y=x y y = cosh x, | !

L o 0 x=0 y=x | R
B +” y=sinh ! x g B pd 1 0 1 - y
s x = si B Ve P i
N (x = sinh y) 6L 7 i i «= cothy | |
1 47 5 // : I y:coth‘lx: :
A S | ]
2 B // : : > X
Sl 2r /7 y = cosh™! x ol
s Z 1 (x = coshy,y = 0) | |
d B I T A RN | .
/ 0l 12345678 : |
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Symbole sumy () i iloczynu (IT)

= sume oraz iloczyn wyrazow ciagu liczb Ay i1y Bpay -eey Spgy s gdzie p<n
zapisujemy w sposob skrocony w nastepujacy sposob:

Ya=a,+a, +..+4, [la=a,-a,, . a
i=p '
Przykfad: Suma wyrazow ciggu arytmetycznego a,, a,+d, a,+2d, ... a,+nd dana jest
n
: 1
weorem Z(a0+kd)=5(n+1)(2a0+nd)
k=0
Przyktad: Suma wyrazow ciggu geometrycznego a,, a,q, a,q?, -.- a,q", gdzie q=1,
dana jest wzorem: q”+1 —1
Z 0" =8~ 5

M sumy moga przebiegac po dowolnej liczbie wskaznikow, np:

m n
ZZa = Ay + 8y, Fot By FA et By gt et B By =),
i=p j=r j=r i=p

= jezeli zakres zmiennosci indeksow jest taki sam stosuje sie zapis:

Zzau - Z a;

i=1 j=1 i,j=1

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 1-8



Metody dowodzenia twierdzen

Zasada indukcji matematycznej: Jezeli twierdzenie w ktorym jest mowa o

liczbach naturalnych (1) jest prawdziwe dla okresSlonej liczby naturalnej n,,,
i (2) jesli z prawdziwosci tego twierdzenia dla liczby naturalnej n wynika jego
prawdziwosc dla liczby nastepnej n+1, to twierdzenie jest prawdziwe dla do-

. : Math
wolnej liczby naturalnej n = n,,. Deayer
Przyktad: Pokaz, ze Q(n) = n*+2n3+2n2+n jest podzielne przez 6 dla wszystkich n>0.

(1) sprawdzamy prawdziwos¢ twierdzenia dla n,=1: Q(1)/6 =6/6 =1

(2) Q(n+1) = (n+1)* + 2(n+1)3 + 2(n+1)* + (n+1) =
=(n*+4n3+6n2+4n+1)+2(n3+3n2+3n+1)+2(n°+2n+ 1)+ (n+l) =
=(n* + 2n3 + 2n2 +n) + (4n3+ 12n2 + 14n +6)

Musimy teraz sprawdzi¢ czy 4n3+14n jest podzielne przez 6, czyli czy R(n) = 2n3+7n
jest podzielne przez 3, przeprowadzajac dodatkowy dowod przez indukcje:

(1) dlan,=1: R(1)/3=9/3 =3

(2) R(n+1) = 2(n+1)3 + 7(n+1) = 2(n3+3n2+3n+1) + 7(n+1) = (2n3+7n) + 3(2n%+2n+3)

R(n) jest wiec podzielne przez 3, co oznhacza, ze ostatecznie Q(n) jest podzielne przez 6.
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Metody dowodzenia twierdzen

Dowod przez zaprzeczenie:

= zakladamy prawdziwosc¢ hipotezy oraz logicznego zaprzeczenia rezultatu
ktory chcemy udowodnic (tzn. jesli dowodzimy ,jesli P to Q” to zaktadamy
prawdziwosc ,P” i ,nie Q”),

= stosujac znane twierdzenia i wtasnosci dochodzimy do sprzecznosci (tzn.
konkluzji sprzecznej z naszymi zatozeniami lub jakiegos w oczywisty
sposob nieprawdziwego twierdzenia, np. 1 = 0)

Przyktad: Udowodnic, ze \/i hie jest liczbg wymierna.

» zatézmy, ze \/Ejest liczba wymierna, tzn. ze daje sie zapisac¢ w postaci \/i = %
gdzie a i b nie majg wspolnych dzielnikow.

> \/5 — % — a? = 2bh? co oznacza, ze a2 jest liczbg parzysta, a w konsekwencji

samo a jest parzyste, poniewaz iloczyn liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta.
> awiec mozna napisac a=2C = 2c2=b® = Dbjest parzyste.

> oznacza to ze ai b oba sa parzyste, a wiec maja wspolny dzielnik - sprzecznosé!

Przyktad: Tw: Jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych. (dowod q =p, p, p5 ... p, + 1)
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Dwumian Newtona

Symbol Newtona: Math

Player

n n! n
(k) O] dla 0<k<n oraz (k) 0 dla k<Ovk>n

.. (nY_[ n n+1)_(n n < (k+s) (n+k
wasnoie (i) =(o")  ("K)=(R)+(c%)  2(5)-(%)
Przyktad: Dowod metoda indukcji matematycznej trzeciej z powyzszych wtasnosci:

k k+1
k] (k+1 =P

Z”: K+s _”Z‘f K+s N k+n) (n+Kk N n+k) (n+k+1
@ Ll ok J]T&l « k)T k1)L k)T ket

(1) sprawdzamy prawdziwosc¢ twierdzenia dla n,=1: L =

Math
Player

K

n
Dwumian Newtona (rozwinigcie dwumianowe): (x+Yy)" =) (n) X<y
k=0
Przyktad: Wychodzac z (x+y)°(x+y)? = (x+y)*"® oraz poréwnujac wsp. przy X'y**%" mamy:

O g 6
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Pierwiastki rownania kwadratowego

2
L 240 Jed-nost.ka i _ _1
1255 urojona:
X, =1 X, =12
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Liczby zespolone

Liczby zespolone (C) to liczby zawierajace jednostke urojona i (L.Euler).
Postac algebraiczna liczb zespolonych to Z = a+l, gdzie a, b € R.
a = Re(2) - czesé rzeczywista liczby Z, b = Im(2) - cze$é urojona liczby Z

Jeslib = 0oraza# 0, mamy a+0i ... lub & ... liczba rzeczywista.

Jeslib# Ooraza =0, mamy O+Dhi ... lub ib .. liczba (czysto) urojona.
Fundamentalne twierdzenie algebry stwierdza, ze jesli f(2) jest dowolnym
wielomianem stopnia n, to rownanie f(Z) = 0 ma doktadnie n rozwiazan (w C).

. =a-+ hi I
Liczby zespolone  zZ=a+ bi 100 — (?/s) |

V2 + VAR Liczby rzeczywiste a
(wymierne | niewymierne)

—216.4e

o x O
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WiasnoSci liczb zespolonych

= Dwie liczby zespolone sa sobie rowne wtedy i tylko wtedy gdy ich czesci
rzeczywiste i urojone sg niezaleznie sobie rowne:

2=7, < Re{z}=Re{z} 1 Im{z}=Im{z}

= W zbiorze liczb zespolonych nie jest okreslona relacja uporzadkowania
(tzn., ze nie ma sensu wyrazenie np. IF6=>S=21)

Liczba sprzezona do liczby Z = a + DI nazywamy wielkosé z* = a — D

= Liczba zespolona jest czysto rzeczywista wtedy i tylko wtedy gdy z = z*
= Liczba zespolona jest czysto urojona wtedy i tylko wtedy gdy z= -z*

0 Rez:Rez*:%(z+z*) Imz:—lmz*:%(z—z*)

Modutem liczby Z= a+bi nazywamy wielkosé: |7| = \/zz* = /a? + b?

Uwaga: zachodza nastepujace relacje |Z| = |Z*| oraz |z,+7,| < |Z,] + | 2]

Przyktad: Znajdz liczbe sprzezona i modut liczby zespolonej z=a + 2i - 3bi
z=a+(2-3b)i = z*=a-(2-3Db)i

7= zz* = a2 + (2 - 3b)’
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Ptaszczyzna zespolona i argument

Kazda liczbe zespolonag z = a+ib mozna przedstawic jako punkt o wspotrzed-
nych kartezjanskich (a, b) na tzw. ptaszczyznie zespolonej:

» wektor wodzacy tego punktu ma poczatek w punkcie (0,0) i koniec w (a,D)
* jego dlugosc jest rowna modutowi liczby zespolonej

 kat zawarty miedzy osia Re(z) i wektorem wodzacym punktu (8,D) nazywa-

my fazg lub argumentem liczby zespolonej i oznaczamy ¢ = arg(z).
Liczba z= 0 moze miec¢ dowolna faze.

_ . Im(2) * 2= Xy
W pozostatych przypadkach faza dana jest przez: 7] —
a . b
Im2 A L COSQ = Sine =
z=atib /az + b /az L p?

o J)| IRE—

Math
Player

Math
Player

>
Re(2)
Diagram Arganda

0 a

Danej liczbie zespolonej mozna przyporza-
dkowac nieskonczenie wiele faz: ¢ + 2k, 0
gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.

Argumentem gtownym (ozn. Arg(2)) -y
nazywamy faze z przedziatu —m < ¢ <m. Z* = Xy

M. Przybycien
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Dodawanie liczb zespolonych

= Dodawanie (odejmowanie) liczb zespolonych (z, = a,+ib, oraz z, = a,+ib.):

z£2 =(a +ib)t(a, +ib)= . Re(z +z)=Rez tRez
=a,ta,+i(bth,) Im(ztz)=ImztImz

Dodawanie l.z. jest przemienne i taczne: Math
J p a z Im(Z) A Player
Lt L =514 T z= 7,+2,-
z+(+2)=(z+23)+37 1 AN,
Sprzezenie zespolone sumy (réznicy) l.z. ; ;1’ i . /
/
(ZliZZ)*=Zl*iZZ* § / I.’
Przyktad: Wykonaj dziatanie 2, +z,—7, !
gdzie Z,=1+2I, Z,=3—4l, Z,=—2+] b, / PR
2, +2,-2 = LA
_ : AV (A i) — >
=(1+2)+(3-4i)-(-2+i)= | %23~ Re(2)

=(143-(-2))+1(2-4-1=6-31 ;4 —(a,b)+(a,b,)=(a +a,b +b,)
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Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych

= Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych (z, = a,+ib, oraz z, = a,+ib,):

22, =(a +ib)(a, +ib) = S 2,2, = 2,2,
= 1°=-1 oraz
= aa, -bb, +i(ab, +ba,) (22,)2,=2(2.%)
z, _a+ib _a+ib a,-ib a3 +bb+i(ba,-ab)
z, &+ib, a+ib, a,-ib, a§—(ib2)2
. *
=a1a§+b12b2+ib1a§ alzbz = Vzz0 2_15122_2
aZ + b 8, +b; | Z |
Przyktad: Wykonaj dziatania 2,7, oraz z,/Z, gdzie Z,=3+2I|, Z,=—1-41. e
Player

22,=(3+2i)(-1-4i)=-3-2i-12i - 8i* =5-14i
z  (3+2i)(-1+4i) -11+10i _ 11 10.

z, (-1-4i)(-1+4i) 17 17 17
= Wiasnosci sprzezenia zespolonego i modutu: * N ‘ ‘
X _ 5 k5, % _ 4| 4 4l_ 14
(zz,)*=27%z ‘2122‘—‘21“22‘ (sz A Z, \zz\
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Zbior liczb zespolonych

Przykiad: Sprawdz czy w zbiorze liczb zespolonych zachodzi rozdzielnosc

mnozenia wzgledem dodawania.
2(z+2)=(a,b)[(a.b )+ (a,b,)|=(a,b)(a +a,,b, +b,) =
= (a(a, +a,)-b(b +b,).a(b +b,)+b(a +a,))=
= ((aa, — b, )+ (aa, - bb, ), (ab; +ba, )+ (ab, + ba,)) =
= (aa, - bb,,ab, +ba, )+ (aa, — bb,,ab, + ba, ) =
- (a.b)(a.b)+(ab)(@yby) = 2z +

Przyktad: Znajdz faze i modut liczby zespolonej z=2-3i
17 = Jzz* = \/22 +(=3)* =13

arg(z) = arctan (%) = arctan (_73) = —0.9828 rad

Uwaga: przy wyborze kata zawsze trzeba zwrocic uwage w ktorej cwiartce znajduje sie

badana liczba zespolona.
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Postaé trygonometryczna liczb zespolonych

Kazda liczbe zespolona z=a+bi mozna przedstawic w postaci trygonometrycznej:
Im(2) A z=atib

Z=a+hi= ||(\z\ ‘b‘) Z|(cos@ +ising) b -

Mnozenie i dzielenie l.z. w postaci trygonometyczne;j:
2.2, = |z||z,|(cose; +ising, )(cose, +ising,)=

0
=|z]|z|| cose, cose, —sing, sing, +i(sin ¢, cOSe, +Sin oSy, ) |

=|z|||(cos(e, +¢,)+isin(e, +9,)) s
2 |z| (cose, +ising,) |z ) o )
~ |z| (cose, +ising,) |z] (cos(9: = 92)+isin(9: - 0,))
Whioski:
> mozna tak dobrac¢ wartosci argumentow, aby byly spetnione relacje:

arg(z,2) = arg(z) + arg(z,) oraz arg(z,/z,) = arg(z,) — arg(z,)
~ Twierdzenie de Moivre’a: (cos(+isin()" = cos(n() + Isin(n()

Re(2)
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Zastosowahie twierdzenia de Moivre'a

Przyktad: Wyraz cos30 i sin30 poprzez kombinacje poteg cos0 i sino. Math

Player

Stosujemy twierdzenie de Moivre’a:
c0s30+isin30=(cosd+isin®)’ =cos’ 6—3cosOsin?0+i(3sin0cos? H-sin®0)
Porownujac, oddzielnie, czesci rzeczywiste i urojone, dostajemy:
cos30 = cos’ 0 — 3cosOsin® 0 =4cos’ - 3cosH
sin30=3sin0cos’0-sin*0=3sin0-4sin’0
Przyktad: Wyraz cos*0 poprzez kombinacje cosinusow wielokrotnosci kata.
z"+7" =(cosf+isinB)" +(cos@+ising) " =

=cosnO+isinn®+cos(-nd)+isin(-n6)=2cos(nd)

g 1, 1) _1 1.1
oS 9-24(z+z) 16(2 +47° +6+4Z+Z)

116(2 +i)+1(z +i)+§ 1cos46+100526+§

= 7+ 7!'=2co0s0

4 8 8 2 8

Podobnie znajdujemy, ze: z"-z"=2isin(nd) = z-z!=2isin®
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Postaé biegunowa liczb zespolonych

Z analizy matematycznej wiemy, ze:

00 k 2 3
Xp¥Y — p Xty O=1 i ox _ ox z _ Z—=1+Z+Z—+Z—+
e’e’=e e 5 =ae e ék! R
1) poniewaz dd—(p(COS(p+iSin(p)=—Sin(p+iCOS(p='(COS(p+iSin(p)
wiec mozna napisaé COSQ +ising =e'
. 2 . 3 . 4 . 5
e ae 1o, (0) (e) (i9) (o)  _
2) inaczej €Y =1+i¢+ 5] - 3 + 1 + 5] + .=
2 4 3 5
_|1_9 .9 _ o R C R B .
-(1 2!+4! ...)+I((p 3!+5! ...)—COS(p+IS|n(p

Kazda liczbe zespolong z=a+bi mozna przedstawic w postaci biegunowej:
z=a+bi =|Z(cosp+ising)=|zexp(io)

Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci biegunowej:

4 _ ‘Zl‘ei(pl _ ‘Zl‘ e/ (91-92)

2 |zle™ |z

Z,Z, :‘Zl‘eitpl Zz‘ei(pz :‘Zlel‘ei((p1+(p2)
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