Wykiad 10



Przestrzen wektorowa z iloczynem skalarnym

Definicja: Przestrzen wektorowa V w ktorej okreslony jest iloczyn skalarny pomiedzy

wektorami nazywamy przestrzenig wektorowg z iloczynem skalarnym.

Definicja: Niech Uoraz V beda wektorami w przestrzeni wektorowej z iloczynem skalar-
nym V), przy czym v#0. Projekcja (rzutem) ortogonalna wektora U na wektor V nazy-

(T, V) _

proju = <V _\7>V

wamy:

Definicja: Zbior wektorow Sw przestrzeni wektorowej V z iloczynem skalarnym nazywa-
my ortogonalnym jesli dowolne dwa wektory w tym zbiorze sg wzajemnie ortogonalne.
Jesli dodatkowo wektory w S sg jednostkowe, to zbior S nazywamy ortonormalnym.
Uwaga: Jesli zbior S tworzy baze w V to takg baze nazywamy odpowiednio bazag
ortogonalna lub ortonormalna.

Uwaga: Aby z bazy ktora nie jest ortogonalna, utworzyc baze ortonormalng nalezy do
wektorow tej bazy zastosowac metode ortonormalizacji Grama-Schmidta.

Twierdzenie: Zbiér S = {\71, V,, ...,T/n} niezerowych wektoréw ortogonalnych jest
liniowo niezalezny.

D: 0=(c, V;+ ..+ G, Y, , W) =g (V , )+ .+ ¢(V ,V)+ .+ ¢ (Y, ¥ )= c=0
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Podprzestrzenie ortogonalne

Definicja: Podprzestrzenie S, i S, przestrzeni wektorowej ¥V nazywamy ortogonalnymi
jesli dla wszystkich wektorow V, € S, i V, € S, zachodzi <V1 , \72> =0.

Przyktad: S, =span((1,0,1)' (110)') S, = spaf(-111)")

Definicja: Jesli S jest podprzestrzenia V), to ortogonalnym dopetnieniem przestrzeni S
hazywamy podprzestrzen: St = {(j Y <\7, (j> —0,Ve 5}

Przyktad: Znajdz dopetnienie ortogonalne podprzestrzeni S przestrzeni R* napietej

przez kolumny macierzy A.

10 U, ( -2 -1\
12 0 T 12 10)u | (0 L - 1] 10
A=1T0 A“‘OC’(OOOJ U, ‘(0):5‘5'%‘”“1‘ 0 %= 1|
01 u, | 0 0

Awiec S'=N(AT)
Definicja: Niech S, i S, beda podprzestrzeniami V. Jesli dowolny wektor V € V mozna
jednoznacznie zapisac jako sume wektorow §1 €S i S, € S, wtedy méwimy, ze V jest

suma prostg podprzestrzeni S, i S, co zapisujemy jako YV =S5, S, .
Przyktad: Przestrzenie S, i S,oraz Si S* z powyzszych przyktadow.
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Rzut wektora na podprzestrzen

Definicja: Niech {Ul U, , ,Q} bedzie ortonormalna baza w podprzestrzeni S przes-

trzeni wektorowej V . Projekcja (rzutem) wektora V € ¥V na podprzestrzen S nazywamy:
pProj sV = (I, V)T ,+ (U ,, V)l ,+... +(U,, V)T,
Przyktad: Znajdz rzut wektora VvV = (1,1,3)T na podprzestrzen S przestrzeni R3 napieta
przez wektory W, = (0,3,1)T oraz W, = (2,0,0)T.
. . N I T
Znajdujemy ortonormalng baze w podprzestrzeni S: {ul,uz} = {—m W, > wz}

v — projsv

0
PrOj oV = (I, V)0, + (T, V)0, =—2—| 3/ V10 |+| 0 [=1] 9

2:
NUSMN IR ENE

Twierdzenie: Niech bedzie dana macierz A o wymiarach mxn, wowczas:
= R(A)oraz MAT) sa ortogonalnymi podprzestrzeniami R"
D: veR(A)TeN(AT) = IX:v=AxAT =0 = (V)=uAx =0 T)Xx =0
= R(AT) oraz M(A) sa ortogonalnymi podprzestrzeniami R"
s RA)OMAT) =R™ D: R(A) =N(AT) = R"=RAORA) =RA)eN@AT)
= RAH®MA) =R"
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Odwzorowanie liniowe

Definicja: Niech YV i VW beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem Q = R lub C.

Funkcje T : YV — VW nazywamy odwzorowaniem (transformacja) liniowym przestrzeni
Y w W, jesli dla dowolnych U,V eV oraz dowolnej statej C € Q spetnione sa warunki:

T@+v)=T@+T(V) T(cv)=cT(V)

Uwaga: Definiujemy transformacje zerowa i identycznosciowa jako: O(V)=0 i 1(V)=V

Przykiad: Czy funkcja T (v;,V,)=(Vv — 4, { +2 ) jest transformacja liniowa R* >R
T(U+\7)=T(ul+v1,u2+v2)=((u1+v1)—( L+v),(y+yv)+2(y+ \4))=
=((u—u)+(vi — ) (U +2w)+ (v +2v))
=((u = uy), (U +2u))+((vi ) (v +2w)) = T(@+ T(V)
T(ct)=T(cy,cu)=(cy—cy,cy+2cy)= ¢ y— u, y+2 y)= cX0)
Przyktad: Czy podane funkcje sa transformacjami liniowymi R ->R.

= f(x)=sin(x) sin( X, + X, ) # sin(x, )+ sin(x, )
s f(x)=x2 (X, +%,)" = x2+x2
s F(X)=x+1 X, 4+ X, +1# X, +1+ X, +1
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Odwzorowanie liniowe

Wiashosci odwzorowan liniowych:

o T(6)=6

D:T(0)=T(0V)=0T(V)=0

« TV)==TW) D: T(-V)=T(1V)=(-DT(V)=-T (V)

T@-v)=T@{@-T{)

= V=gV + GV, 4.+ GV, = T(W=qT(V)+cT(V)+..+ ¢ T(V,)
Definicja: Jadrem odwzorowania liniowego nazywamy przeciwobraz wektora
zerowego z przestrzeni W:  Ker T = {\7 ceV: TW)= 6w = W}

Definicja: W przypadku gdy VYV =}, odwzorowanie liniowe nhazywamy operatorem

liniowym w V.

Twierdzenie: Niech bedzie dana macierz rzeczywista A o wymiarach mxn.
Odwzorowanie T (V) = AV jest odwzorowaniem liniowym.

Przyktad: Obrot w R*

o(d) = (cos@ - sirﬂ)(u1

sin@ coP )\ u,

)

- Ty

10 0)(uy,
P{@)=010]|u, i
. 000 \u,) i

O

Rzut na ptaszczyzne Xxy:

T(x,y.z)=(x,v,0

X
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Reprezentacja macierzowa

Wprowadzmy bazy, B =1{8g ,§ , ...Tﬁ} w Voraz B = {ﬂ,ﬂ, ot

m

odwzorowanie liniowe T dziatajac na wektory bazy B produkuje liniowg kombinacje

wektorow bazy B': . LI = - -
T(ej)=20c” f=a;fi+ay,f,+. . +o,f,

} w W. Wowczas

Liczba o; jest I-tg sktadowg wektora T( )w bazie p3’i oznaczamy [T é- )]B'.

Tablice liczb [oy] czyli macierz A o dimW wierszach i dimy kolumnach nazywamy
reprezentacja macierzowg odwzorowania T w bazach Bi B ioznaczamy [T ]zz

[Tles = ([T (&)1 [T (@)]-[T (2)], )

W przypadku operatorow liniowych w przestrzeni ¥V mamy: T( ) Zau e
Zapiszemy relacje y =T (X) za pomoca wspétrzednych w bazie {el : g _— ﬁ}:
7-3va-1(Ixe)-SxTar = v-Tax

W innej bazie{ }w ktorej wspotrzedne wektorow X, y oraz A sq XI, yi oraz oci'j ta
sama relacja geometryczna T (x) ma postac:
ja g y y = p y = Zaij X!
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Reprezentacja macierzowa

Przyktad: Znajdz reprezentacje macierzowa operatora rzutowania T (X, Y, Z) =( X y,O)

o bl )

1(1)(1 10 0/111) (100i-1-1 -1
T(&)(&)(®)=(0|1|f1| = |01 1:011(>|010:0 1 1
0)(0)\0 00-1000) (001:0 0 0

L P
Przyktad: Znajdz wspétrzedne wektora [\7]’3=(1,2,3)T w bazie B’ (7]
10 0{1 11 (100{-1 -1 -1
(BIB)={ 01 10 1 1(->[0 1 0:0 1 2=(1|P")
00 -1:0 01/ (00 1:0 0 -1
[v],=(1,2,3) = [v], =P'[V],=(-6,8-3)
Przyktad: Znajdz [T (v)], gdzie [Vl =(1,2,3)' 1 00
[Tlss=|0 1 1
-1 -1 -1)(1) (-6 0 0
[T, =[TlsVls=| 0 1 1|2|=5
’ " Lo o o3 0 [TD]s =[Tlss [V]s
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Wazne klasy macierzy kwadratowych

macierz symetryczna: A = A’
macierz antysymetryczna: A = —A'

det AT =det(-A) = detA=(-1)"detA
a wiec dla n nieparzystych det A=-detA = detA=0

macierz ortogonalna: A'A = |

det(ATA)=detl] = detATdetA=1 = (detA)’ =1 = detA =+1

macierz hermitowska: A = AT

detA'=detA = det(A")=detA = (detA) =detAeR

macierz antyhermitowska: A = ~AT

macierz normalna to dla ktérej zachodzi: A'A = AA "
macierz unitarna: A'A = |

det(ATA)=detl = detATdetA=1 = (detA) detA =1
= |detAl’ =1
macierz unimodularna: ATA:| oraz detA=1
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Zmiana bazy i fransformacje podobienstwa
Macierz przejscia pomiedzy dwoma bazami {éi } i {é,' } zdefiniowaliSmy przez:

n
€=)c8 © C=E'E
j=1

Natomiast transformacje wspotrzednych dowolnego wektora przy zmianie bazy maja
wowczas postac: L R .,

i=1
Znajdziemy teraz prawa transformacyjne dla macierzy reprezentujgcych operatory
liniowe przy zmianie bazy. Réwnanie operatorowe y =T (7() mozna zapisac jako
réownanie macierzowe w kazdej z baz Vy=AX oraz y' =A¥X

Korzystajac ze zwigzkow okreslajgcych transformacje wspotrzednych wektorow mamy:
Cy'=ACX' = §'=C"'ACK'

Relacje pomiedzy macierzami A i A'okreslona przez A' = C!AC nazywamy

transformacja podobienstwa. O macierzach A i A’ méwimy, ze sa podobne.

Uwaga: Macierze podobne reprezentuja ten sam operator liniowy T w roznych bazach.
dlatego wszystkie wlasnosci operatora niezalezne od bazy posiadaja tez macierze Ai A!

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 10-10



Wiasnosci macierzy podobnych

0golne wtasnosci transformacji podobienstwa A' = S~ 'AS

= A=l = A'=l D: A'=S'1S=S"'S=|
= det A =det A

D: detA =det(S' A9 =detS' detAdetS=detAdéS™"'S)= detA
= TrA=TrA'

D: TrA'=Y A=) (S7"); A S =Y S (s7) A Zam A = Z A=TrA

i,jk Ik
W przypadku gdy S jest macierza unitarna, tzn. S~ Sthedy A' S AS S AS
Transformacje unitarne przeksztatcajg bazy ortonormalne w bazy ortonormalne:

(&)%) = <Z% > Zfszr&;ét)st;;in@=kZ£§s(T£S§
Dla transformacji unitarnych mamy:

« Al=+A = (A)'=(S'AS) =S'A'S=+ S AS=+ A

. AT=AT = (AN'A'=6'AS) (STAS)= STA'SS AS=¢ A AS -
=S'IS=5S=|
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Problem wtasny

Problemem wiasnym dla macierzy kwadratowej A .. hazywamy znalezienie wielkosci
skalarnych A (wartosci wiasnych) oraz niezerowych wektorow X (wektorow wiasnych)
spefniajacych jednoczesnie rownanie wlasne: Ay — )% o (A _ M))_( -0

Powyzszy uktad ma nietrywialne rozwigzania tylko wtedy gdy det( A—-A\l ) =0

Rownanie to nazywamy rownaniem charakterystycznym. Sam wyznacznik po rozwinie-
ciu jest wielomianem (w. charakterystyczny) W(A) stopnia n z wyrazem wiodacym (—1)"A"

Dowod: Z definicji wyznacznika mamy:

det(A-AD= 3 &, . (2, —0,2) (2, — 85 1).(a, —d A)

Iy yeedp=1

Najwyzszg potege A otrzymujemy z wyrazu:
(a, -A)(a,-1)...(a,-2)=(-D"A"+0(1"")
Twierdzenie: Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy ma zerowa wartosc wtasna.
det(A-01)=0 = detA =0

Zbior wszystkich wartosci wiasnych macierzy A nazywamy spektrum i oznaczamy c(A).
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Wartosci wtasne i wektory wtasne

Twierdzenie: Dowolna kombinacja liniowa wektorow wtasnych macierzy A odpowiada-

jacych tej samej wartosci wtasnej A jest takze wektorem witasnym macierzy A odpowia-
dajacym tej wartosci wiasnej A.
D: Niech X=C, X,+C, %+ ..+ G X, oraz AX, =AX
AX =A(C X+ X, 4.+ G X, )= QAR+ GAX,+...+ GAX, =
=CAX + AKX+ .+ GAX, =A( G X+ G X+ .4 G K )=ATX
W szczegolnosci dowolny wektor wiasny pomnozony przez stata r6zna od zera jest
rowniez wektorem wtasnym odpowiadajacym tej samej wartosci witasnej

L

Przyktad: Znajdz wartosci witasne i wektory wtasne macierzy A = (1 2

2 1
det(A—a) =174 2 |_(1-2)' -4=22-21-3=0
2 1-A
a wiec mamy dwie wartosci wtasne: A, =-1 i A, =3
wektory wilasne: Ao=-1: (% %)( ) 0o > V1—Xz( -1 —

| (-1

1} \1

(=2 2 1) (1 a
=3 (7 3)(5)=0 = wen()- (1) [
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Wartosci wtasne i wektory wtasne

Przykiad: Znajdz wartosci wiasne i wektory wlasne macierzy A = (‘I’ :i)

J-A -5
1 -1-A

a wiec mamy dwie wartosci wlasne: A, =1+i i A,=1-|

det(A—M)z‘ ‘:x2—2x+2=0

Wektory wiasne:
. (2-i -5 \(x (2-i)x,-5x,=0
A=1+1: . =0 > Lo

! ( 1 —2—|)(x2) {xl—(2+|)x2=0

Z kazdego z rownan otrzymujemy X, = (2+i )X2
) ~ 1

A wiec wektorem witasnym do wartosci wiasnej A, jest V, = X, (2 + ) T(Z + )
Podobnie znajdujemy, ze wektorem wtasnym do wartosci wtasnej A, jest:

()=l )

Twierdzenie: Jesli macierz A jest rzeczywista wtedy zespolone wartosci wiasne wyste-

puja zawsze w parach wzajemnie sprzezonych, tzn. jesli A € ¢ (A) = 7\. €EC (A )
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Wartosci wiasne i wektory wtasne

-2 2 3
Przyktad: Znajdz wartosci witasne i wektory witasne macierzy A = ( 2 1 _6J

1 =2 0
2-A 2 -3 ;

det(A=Al)=| 2 1-A —6/==A>=A2+21A+45=(L-5)(L+3)" =0
-1 2 A

a wiec mamy trzy wartosci wlasne (w tym jedna podwojna):

Wektory wiasne:

-7 2 =3\ X 1 0 1) x
A=5:12 -4 -6|X|=0 = |0 1 2|x,[=0
-1 -2 -5){x 0 0 0)\x
-1 1 -1
A wiec wektorem wiasnym do wartosci wiasnej A, jest V, = X;| -2 |=—F—=| -2
1) J6(1
1 2 -=-3\Xx 1 2 -3\ X
Ayz==-3: 12 4 —-6(X%X|=0 = [0 0 0 |Xx([=0
-1 -2 3 )X, 0 0 0 )\x,

co oznacza, ze: X;+2X,—3X;=0
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Wartosci wtasne i wektory wtasne

Mozemy wyrazi€ X, poprzez X, i X5, przy czym X, i X; moga przyjmowac dowolne wartosci.

Niech X,=C, i X3=C3, WOwczas mozemy hapisac:

X, —-2C, + 3¢, -2 3
X, |= c, =G| 1 [+¢|0
X3 C, 0 1

Poniewaz c, i C; sq dowolne, mozemy najpierw ustali¢ c; = O i znalez¢ jeden wektor
wiasny, a nastepnie C, = O i znalez¢ drugi wektor witasny. W rezultacie znajdujemy dwa

rozne wektory wlasne do zdegenerowanej wartosci wtasnej A = —3:
V,=¢| 1 |=—F| 1 V;=C| 0 |=—=| 0

0/ 510 1] V101

W tym przyktadzie mamy tylko dwie rozne wartosci wlasne ale wciaz trzy r6zne
wektory wilasne.

Uwaga: Jesli istnieje n roznych wartosci wlasnych, to zawsze bedziemy mieli n roznych
wektorow wlasnych. Powtarzajace sie wartosci wtasne nazywamy zdegenerowanymi.
Zdegenerowanej wartosci wlasnej moze odpowiadac tylko jeden albo wiecej roznych

wektorow wiasnych.
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Wartosci wiasne i wektory wtasne

6
2
-2

4
Przyktad: Znajdz wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy A = ( 1

4-L 6 6

-1

-5

det(A-Al)=| 1 3-2 2 |=-A*+5A2-8rA+4=(A-1D(A-2)" =0
-1 -5 -=2-A
a wigc mamy trzy wartosci wlasne (w tym jedna podwdjng): A, =1, A,=2, A, =2
Wektory wilasne:
3 6 6\ X 1 0 4/3)( x,
A=1: 1 2 2|X%|=0 = [0 1 1/3||x%x,[=0
-1 -5 -3){x, 0O 0 0 X3
-4 1 —4
A wiec wektorem wtasnym do wartosci wtasnej A, jest V,=¢C| -1 |=—| -1
3) ~26( 3
2 6 6 )X 1 0 3/2)\(x
Aas=2: |1 1 2|x%]|=0 = |0 1 1/2(x,|[=0 ;‘;:“;
-1 -5 -4){x, 0 0 o0 )\x :
-3 1 -3
Rozwiazanie uktadu zalezy od jednego parametru Cj: V,=C| —1|= f -1
A wiec mamy tylko dwa rozne wektory wtasne. 2 141{ 2 J
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