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Uogolnione wektory wiasne

Definicja: Wektor X, nazywamy uog6lnionym wektorem wtasnym rzedu m macierzy A

do wartosci wtasnej A jesli (A—M)mi’( -0 ale (A—M)m_li’( 20
Przyktad: Znajdz uogolniony wektor wtasny rzedu 2 do wartosci wtasnej A=4 macierzy
HE det(A-A1)=(3-2)(4-21)" =0
A= -1 -13 0 AM =3 oraz A,;,=A=4
O 003
Wektory wlasne do wartosci witasnej A=4:
0 0 0 0)Xx ] -1 -1
1 1 1 0} X%, |_ = X;=—X,—X - 1 0
1 -1 -1 ofx |70 T 2 VEX g [t
0O 0 0 -1)\x, = X,=0 J 0 0

. T .
Wybieramy V; = (—1 01 0) a drugi wektor znajdujemy jako ortogonalny do V;

V,-V=0 = X,+2%,=0 = V,=(1 -2 1 0)
A wiec do potrojnej wartosci wlasnej A=4 istnieja tylko dwa wektory wtasne.
Jest to przyczyna z powodu ktorej nie potrafimy zdiagonalizowa¢ macierzy A.
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Uogolnione wektory wiasne

Znajdziemy teraz uogolniony wektor wtasny rzedu 2 do wartosci wtasnej A=4:

0 0 0 0)x,
looo o x|
(A4I)2—0000X§—0
0 0 0 1)\x, = X,=0 " (1)
0 0 0 0)x = %=
s |1 1 1 0] X = X, #—X,— X 0
(A-4l)%, = 1 -1 -1 o Xz £ 0 1 2773
0 0 0 -1)|x,

Natomiast nie istnieje uogolniony wektor wlasny rzedu 3 do wartosci wiasnej A=4,
poniewaz musiatyby zachodzi¢ jednoczesnie warunki:

000 0)x 000 0)x,
3, 100 0 Of X, |_ Ay 100 0 0f x
0 00 -1)\x, 0 0 0 1)\x,

czyli sktadowa X, wektora musiataby by¢ jednoczesnie rowna zero i rozna od zera,
co jest niemozliwe.
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Ciagi'uogolnionych wekiorow wiasnych

Definicja: Ciagiem generowanym przez uogolniony wektor wiasny X . rzedu m stowarzy-

szony z wartoscia wtasna A nazywamy zbior wektorow {Y(m X1y 7(1} okreslony przez:

X, =(A=M)%X;,, gdzie j=m-1,m-2,.,1 (*)
Przyktad: Znajdz cigg generowany przez uogolniony wektor wtasny rzedu 2 do wartosci
witasnej A=4 z poprzedniego przyktadu.

1 0O 0 0 0)1 0
S IR E R HE L
0 O 0 0 -1){0 0

A wiec generowany ciag ma postaé {X,,%,} = {(1 00 ())T (01 -1 O)T}
Twierdzenie: Jesli X, jest uogolnionym wektorem wtasnym rzedu m macierzy A do

wartosci wtasnej A, wtedy X; okreslone relacja (*) jest uogolnionym wektorem wtasnym
rzedu | do tej samej wartosci witasnej.

Dowéd: Mamy (A-A1)"%X, =0 oraz (A—A)" %, #0
X, =(A-AD%,, =(A-A)""%, = (A-A)'%, =(A-A)"%,=0 }xi —uw.w.
= (A-A)7'% =(A-A)""%, %0
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Ciagi'uogolnionych wekiorow wiasnych

Twierdzenie: Kazdy cigg uogolnionych wektorow wtasnych jest uktadem wektorow

liniowo niezaleznych.
Dowod (indukcyjny):

Dla ciagu o diugosci 1 uogblniony wektor wiasny X, jest po prostu wektorem

iec X; #0 <
wlasnym, a wiec X, # (), dlatego c, X, =0 = ¢, =0

Zatozmy, ze wszystkie ciggi zawierajace doktadnie k—1 wektorow sg liniowo nieza-
lezne i rozwazmy cigg ztozony z k wektorow. Chcemy pokazac, ze

Ckszk +Ck—1$>(k-1+"'+C1$>(1=(_j — Ck =Ck—1 ==C1 =O
Mnozymy od lewej strony przez (A-Al )k‘l. Dla wszystkich | < k zachodzi:
(A=) ¢ % =c, (A=) (A=)'%, =¢c, (A=A 0=0
Stad mamy c (A=Al )<! X, =0
1 = ¢ =0
ale (A=Al)" %X 20
A wiec zachodzi C,_,X, , + ..+ CX, =0

Ale uktad wektorow X, _,,..., X, jest ciagiem o dtugosci k—1, ktéry z zatozenia jest
zbiorem wektorow liniowo niezaleznych. A wiec mamy C =C_; =...=C; = 0
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Baza kanoniczna

Definicja: Bazg kanoniczng dla macierzy A stopnia n nazywamy ukfad n liniowo niezale-

znych uogolnionych wektorow wtasnych ztozony catkowicie z ciggow (tzn. ze jesli uogol-
hiony wektor rzedu m pojawia sie w bazie to rowniez w bazie wystepuje caty ciag gene-
rowany przez ten wektor).

Uwaga: Najprostsza baza kanoniczng (jesli istnieje) jest baza ztozona z liniowo niezalez-
nych wektorow wiasnych (ciggow o dtugosci 1). Taka baza istnieje zawsze kiedy wartos-
ci wlasne macierzy sg rozne.

Przyktad: ZnajdZ baze kanoniczna dla macierzy A = (_32 _54)
Wartosci wtasne i wektory wlasne dane sa przez:

A =1 ul=(‘25) A, =2 uz=(‘11)

A wiec baza kanoniczna macierzy A to {(—5 Z)T ,(—1 1)T}
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Baza kanoniczna

Znajdowanie ciagow generowanych przez uogolnione wektory wtasne do wielokrotnych

wartosci wtasnych macierzy kwadratowej A stopnia n:

= oznaczamy krotnosc¢ wartosci wlasnej A przez m i znajdujemy najmniejsza catkowita
liczbe dodatnig p dla ktérej rzad macierzy (A—Al)P jest rowny n—m,

= dla kazdej wartosci 1 <K < P znajdujemy liczbe uogéinionych wektoréw wiasnych
. . k-1 k
rzedu k okreslonych przez: N, —rz(A=AD""=rz(A=2l)

= znajdujemy uogolniony wektor wtasny rzedu p i konstruujemy ciag generowany
przez ten wektor (kazdy z tych wektorow nalezy do bazy kanonicznej).

= zmniejszamy wartos¢ kazdej z liczb N, o 1 - jesli wszystkie N, sa rowne zero, wtedy
procedura znajdowania wektorow bazy kanonicznej jest zakonczona, w przeciwnym
wypadku przechodzimy do nastepnego kroku.

= znajdujemy uogolniony wektor wiasny rzedu K, liniowo niezalezny od wszystkich
wczesniej znalezionych uogolnionych wektorow wtasnych, do wartosci wiasnej A,
gdzie k jest najwieksza wartoscia dla ktorej N, nie jest rowne zero. Wektor ten
dofgczamy do bazy i wracamy do punktu poprzedniego.
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Znajdowanie bazy kanoniczne)

Przyktad: Znajdz baze kanoniczng dla macierzy A.

(g 421 11 g g 8\ Wartosci wiasne macierzy A to A=4 (o krotnosci 5) oraz
A_|00 4000 pojedyncza wartoS¢ wtasna A=7.

100 0 420 . o o _ B
000 040 Dla wartosci wtasnej A=4 mamy:n=6, m=5o0razn-m=1
00 0 00 7)

= szukamy najmniejszej liczby p takiej ze rz(A—41)°® = h—-m
(02 1 000) (00 200 1) (00000 -2
00-1000 00 0 00 -1 00000 O
100 0 000 2 100 0 00 O ¥ _100000 O
A-d=lg00020 A4 =log00000| A =00000 0
00 0 000O0 00 0 00O 00000 O
00 0 00 3 00 0 00 9 (00000 27
rz(A—41) =4 rz(A—41)2=2 rz(A—-41)3=1

= dla kazdej liczby 1 < k < p =3 znajdujemy liczbe uogélnionych wektorow wiasnych
rzedu k:
N, =rz(A- 4|) —rz(A - 4|) =2-1=1

N, =rz(A- 41) —rz(A-41) =4-2=2
N, =rz(A- 41) —rz(A-41) =6-4=2
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Znajdowanie bazy kanoniczne)

= znajdujemy uogolniony wektor rzedu p=3. Niech X; = (x1 Xy X3 X4 Xs x6)
(A-41)’ X3=0 = X,=0 }np

= %.=(0010 0 0)
(A-41)'%, 20 = X, #0 = ( )

Wektor X; generuje pozostate wektory ciagu:
%, =(A-4)%,=(1 -1 0 0 0 0)' % =(A-41)%,=(-2 000 0 0)
= obnizamy wszystkie wartosci N, o 1 otrzymujac: N;=0, N,=1i N, =1.
= znajdujemy uogolniony wektor wiasny rzedu 2. Niech Yy, =(y1 Yo, Vs Ve Vs Y )T
(A-4179:=0 = yi=y,=0 }:'; 7,=(0 0001 0)
(A-41)y,#20 = y,#0 lub y, #0
Wektor ¥,generuje pozostate wektory ciagu: ¥, =(A-41)y,=(0 0 0 2 0 0)'

= obnizamy wszystkie wartosci N, o 1 otrzymujac: N;=0, N,=0i N, =0, a wigc
zostaty znalezione juz wszystkie wektory bazy kanonicznej do wartosci wtasnej A=4.

Ostatnim wektorem bazy kanonicznej jest wektor do wartosci wiasnej A=7. Jest to
wektor wiasny, ktéry mozemy wybraé jako Z,=(0 0 0 0 0 1)T

Petna baza kanoniczna dla macierzy A to zbiér wektoréw {X;,%,,%;,Y,,Y1,2;}
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Macierz modalna

Definicja: Macierzg modalng M dla macierzy A nazywamy macierz tego samego stopnia
co macierz A, ktorej kolumnami sg wektory bazy kanonicznej macierzy A.

Uwaga: Macierz modalna jest odwracalna (zbudowana z wektorow liniowo niezaleznych).
Uwaga: Macierz modalna M nie jest jednoznaczna. Bedziemy stosowac¢ konwencje, ze:

= wszystkie ciagi o dlugosci 1 poprzedzaja dtuzsze ciagi,

= wektory kazdego z ciggow dtuzszych niz 1 umieszczamy obok siebie, przy czym rzad

wzrasta od lewej do prawej.
Przyktad: Znajdz macierz modalna M dla macierzy A z poprzedniego przyktadu.

Baza kanoniczna dla macierzy A sktada sie z jednego ciagu o dtugosci 3:
%=(001000) X=1-10000) %=(-200000)
z jednego ciagu o diugosci 2: ¥,=(0 0 0 0 1 O)T y.=(00020 O)T

T

i z jednego ciggu o diugosci1: Z,=(0 0 0 0 0 1)T 0-2 1 00 0)
Macierz modalna M ma wiec posta¢: 0 0 -1000
M=(Z % % % 9. %2)={0 0 0 0 20

00 0001

10 0000
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Postac kanoniczna Jordana

Definicja: Klatka Jordana nazywamy macierz kwadratowa ktorej elementy diagonalne

sa takie same, elementy bezposrednio nad diagonala sa rowne 1, a wszystkie pozostate

elementy to O: (A 10 --- 0 0)
OA1--00

in)={002:-00

00021

000 - 02

Definicja: Mowimy, ze macierz jest w postaci kanonicznej Jordana jesli jest macierza
diagonalng lub ma jedna z nastepujacych postaci blokowych (D - macierz diagonalna):

‘DO 0 --- () (J, 0 0 - 0)
0J, 0 --- 0 0OJ, 0 --- 0
O 0J, - 0 0O 0 J, --- 0
0 0 0 - J .0 0 0 - J )

Uwaga: Elementy diagonalne macierzy D moga byc¢ rozne.
Uwaga: Cho¢ kazda klatka Jordana musi mie¢ jednakowe elementy na diagonali, to

rozne klatki Jordana J, (i = 1,..., K) moga miec¢ r6zne elementy diagonalne.
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Postac kanoniczna Jordana

Twierdzenie: Kazda macierz kwadratowa A jest podobna do jakiejs macierzy J bedacej

w postaci kanonicznej Jordana, a transformacja podobienstwa okreslona jest przez
macierz modalna M dla macierzy A: A=MIM

Dowdd: (dla pojedynczego ciagu o diugosci r ztozonego z wektorow X;,%X,,..., X, )
Kazdy z wektorow X (i=1, 2, ..., r) jest uogélnionym wektorem wtasnym rzedu i macierzy
A do tej samej wartosci witasnej A.
X =(A-A)X =A% —AX,
X, ,=(A-AM)X_, =AX _,—AX _,
%, — (A )23 CARAx, | Em
X, = (A=Al ))"(2 =AX,—AX,
Poniewaz X, jest wektorem wiasnym, wiec dodatkowo mamy: AX, =AX,
Korzystajac z powyzszych zwigzkow otrzymujemy:
AM = A[X,,%,, %5, X | =[AX, ARy, ARy, AR ] =

=[AX AR+ X AR+ Ky AR+ R | = [%1, %5, X0, X ]I =M

J

= A=MIM™
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Postaé kanoniczna Jordana

Przyktad: Znajdz macierz J w postaci kanonicznej Jordana, ktora jest podobna do
macierzy A z poprzednich przyktadow.

(42 1 00 0) (021 00 0)
04-1000 0 0 -1000
100 4 000 (3 o o o = =1_10 0 0100
A=100 0420 M=(Z % X, % %2 92)=[g ¢ 0 02 0
00 0 040 0 0 0001
00 0 007) 1 0 0 000
(700000)

Macierz w postaci kanonicznej [7] 0 041000
o _ a1 004100

Jordana znajdujemy stosujac J=MTAM = J, =1000400
transformacje podobienstwa: 0 J, 000041
(00000 4)

Uogolniony wektor Z, odpowiadajacy wartosci wtasnej 7 generuje macierz diagonalna [7]
Ciag wektoréw {X;,%,,%;} o diugosci 3 odpowiadajacy wartosci wiasnej 4 generuje
klatke Jordana J,, natomiast ciag wektorow {371,372} odpowiadajacy tej samej

wartosci wiasnej 4 generuje klatke Jordana Jz-
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Postaé kanoniczna Jordana

Przyktad: Znajdz postac¢ kanoniczng Jordana dla macierzy:

(5 4 00 4 3 Macierz A ma dwie rozne wartosci wtasne:
(2)_:; ;g g (1) A, = 2 (krothoS¢ m, = 4) n-m, =2
A=l_g 812 -12 -7 A, = =1 (krotnos¢c m,=2) n-m,=4
0 0 00 -1 0
-8 8-10 -9 -5,
ZA-20)=4 N,(2)=rz(A-21)" -rz(A-21)"=3-2=1 (R, %5, %, )
2(A=212=3 = N,(2)=rz(A-21)-rz(A-21)"=4-3=1
rZ(A=21P=2 | N, (2)=rz(A-21)"-rz(A-21)=6-4=2 {9}
zA+1)=4 = N,(-D=rz(A+1)" -rz(A+11)=6-4=2 {z.} {1}
(2 1 0[]0 0 0)
(J,(2) 0 )Y [0 2 1/0/ 0 o0
j= J,(2) o0 2(0] 0 o
J,(-1) (o0 0l2] 0 o
. 0 J,(-1), 00001’70
0 0 0 0| 011,

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 10-14



Funkcje macierzy

W przypadku macierzy diagonalizowalnych okresliliSmy funkcje macierzy przez:
f (A)=sf (D)S™ =Sdiag( f (A)!,.... f (A, )1)S™

Do definicji funkcji macierzy dajgcych sie przedstawi¢ w postaci kanonicznej Jordana
mozna wykorzystac rozwiniecie funkcji w nieskonczony szereg Taylor’a:

f(z):gnl! d”;zfz) @) = F W+ 1O (1) P oay e

Dla pojedynczej klatki Jordana mamy:

f(D)=Ff)I+f WQA-r)+ 'c"z(I}‘)(J—M)ZJr f,;(IX)(J—M)3+...
Definiujemy macierz N = J—Al, dla ktorej ma.almy: |

(0 1 0 0 .0 .1 0 (0 0 1)
T N N R | MR N B

\0 0) 0 ) g) \0 0)
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Funkcje macierzy

A wiec

f(J)=f

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A mamy
f(A)=Mf (IIM™" =M diag(f (I )I,... f (I, )1)M™
gdzie J, oznaczajg rozne klatki Jordana, natomiast M to macierz modalna sprowadza-

jaca przez transformacje podobienstwa macierz A do postaci kanonicznej Jordana.
Uwaga: Aby istniata funkcja f (A) muszg istnie¢ wszystkie niezbedne pochodne

f (), /() T ()

(f(A) ') ()
0! 1! 21
0 f(n) f'(d)
0! 1!
f (1)
0 T
0 0 0
0 0 0
\

f &2 () f("‘l)(k)\
(k=2)!  (k-1)!
: (k=3) (7\‘) f (k-2) (7\‘)
(k-3)!1  (k-2)!
f(k-4)(k) f(k-s)(k)
(k—4)! (k-3)!
TORERED
0! 1!
f (%)
0 0! )

M. Przybycien

Matematyczne Metody Fizyki |

Wyktad 10-16



>
N
e
Q
O
O
S
Q)
-

Funkc

Przyktad: Znajdz €* gdzie macierz A dana jest przez:
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