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Witasnosci wartosci wiasnych

Niech A,, A,, ..., A,, beda wartoSciami wtasnymi macierzy A. Prawdziwe sa twierdzenia:
= detA=A,..A,
D: w(A)=det(A-A1)=(-1)"(A=1,)(A=%;)-..(A=1,)
Wybierajac A=0 dostajemy teze.
s TrA= A +A,+... + A,

D: Mozna udowodnic¢ indukcyjnie nastepujaca tozsamosc:

det(A=al)=(=D)"[A"=(TrAa)A" + 0 (1"2)]

Natomiast rozwiniecie wyznacznika daje:
det(A-a1)=(-1)"(A=1,)(A=%,)..(A=1,) =
=D (A" = (0 A+t A A O ()

Poréwnujac wspotczynniki przy A"! otrzymujemy teze.

= wartosci wtasne macierzy A i A" sa takie same:
T T
D: 0=det( A~ 1)=det((AT) =217) =det (AT =A1 ) =det (AT =2l )
= wartosciami wlkasnymi macierzy A', sa sprzezone wartosci wlasne macierzy A
*T . * .
D: 0=det( A" -2 1) =det(A-2"1) =[det(A A | )} = det(a-n1)=0
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Witasnosci wartosci wiasnych

= jesli Ay, Ay, ..., A, @ WartosSciami wkasnymi macierzy A, to wartosciami wtasnymi A™
sa Ay Ay, A
D: A"X=A"TAX =A™ =20A "PAX =... =A"X

= jesli Ay, A, ..., A, S@ WartoSciami wtasnymi macierzy A, to wartoSciami wtasnymi A1
sa AL A, AT
D: det(A-A1)=0 = det(A(l -2A))=0

= detAdet(-A(A"=2"1))=0 = (-1)"detAdet(A"=1")=0
Poniewaz A jest nieosobliwa wiec det A# O i A nie ma zerowych wartosci

wiasnych, a wiec musi zachodzi¢ det(A‘l ~A7Y ) -0
= wartosciami wlasnymi macierzy trojkatnej sg elementy diagonalne:
a11 }\‘ a12 a1n
D: det(A-AD)=| | F=TR T B _(q ) (g -1).(ay-2)=0
0 0 a,, — A

A wigc A = 3,4, A=8,,, ..., A=8,,
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Witasnosci wektoréw wtasnych

macierze podobne A i ST'AS maja te same wartosci wtasne
D: det(S'AS-A I)=det(S'( A-A 1)S)= detS"' def AL\ ) detS=

=det(S' 9 del A-A )= detldet( A—A 1) =det(A-11)
wektory wtasne macierzy podobnych A i S'AS sg zwiazane relacja

D: S'ASXx=AX = ASX=A Sx = Ay=A"y gdzie “y= S:
jesli X jest wektorem wtasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wiasnej A i A

jest odwracalna, to X jest rowniez wektorem wtasnym macierzy A~! do wartosci
wiasnej 1/A:

D: AX=A%X = AT(AX)=AT'(AX) = X=X = AKX =%*
jesli X jest wektorem wtasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wiasnej A, to

jest rowniez wektorem wtasnym macierzy A—cl odpowiadajacym wartosci wtasnej
A-C gdzie c jest dowolng stata.

AX =AX

D: 7T = (A-d)x=(-0c)x
clX =cX
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Witasnosci wektoréw wtasnych

wektory wlasne odpowiadajgce roznym wartosciom wtasnym sg liniowo niezalezne

D: Niech A, A,, ..., A, beda roznymi wartosciami wiasnymi macierzy A,a X,,X,,..., X,
odpowiadajacymi im wektorami wiasnymi, tzn. AX;, = A, X,

Chcemy pokazaé, ze jedynym rozwigzaniem réwnania C; X;+C, X,+...+C, X, =0
jest rozwiazanie zerowe C, =C,=...=C, =10

Mnozac powyzsze rownanie przez kolejne potegi macierzy A: A°, A, A2, ..., A1

i korzystajgc z rownania wlasnego otrzymujemy:

[ X+ CX 4.+ CX%X =0 (1 1 - 1Y%
Ch X+ CAy%Xy+ ..+ CA X, =0 Ao Ay o Ay | GXy |

) 171 M 2/v2 A2 . n¥n Mn — : : . : : =0

. n-1 n-1 n-1 -

AT R+ CALT K, 4+ AN X, =0 M Ay A NG K

Wyznacznik Vandermonde: Q

detQ=(A, = A;)(A;=A,)(As—A;)..(A, =L, ) # 0 poniewaz }; sa réznymi w.w.

- - - \T
A wiec musi zachodzi¢: (Clx1 C, X, =+ C, Xn) =0
Ale poniewaz X. sa wektorami wkasnymi (rézne od zera), wiec: C, =C, =...=C, =0
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Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie (Cayleya-Hamiltona): Kazda macierz kwadratowa spetnia swoje wtasne

rownanie charakterystyczne.
D: Chcemy pokazac, ze jesli wielomianem charakterystycznym macierzy A jest

w(d)=det(A-Al)=cA"+c A" +...+¢C,
to wowczas spetnione jest rownanie macierzowe
w(A)=c,A"+c, A" '+...4+¢c,l =0
Niech X; bedzie wektorem wiasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A;, czyli
w(A;)=0 oraz AX; =A%
Mamy: W(A)X, =(c, A"+ Co A" 4. 4Gl )X, = (CAT + G AT+ 4Gy )X, =
= W(}\'I )XI == OXI
Powyzszy zwigzek jest prawdziwy dla dowolnego wektora wtasnego macierzy A, a
wiec W(A) musi by¢ macierzg zerowa.

Przykifad:
A=(; g) w(h) =22 —24 -3 W(A)=(; %)2_2(; g)_3((1) g)z(g g)
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie Cayleya-Hamiltona mozna wykorzystac do znalezienia odwrotnosci macierzy:

w(A)=c,A"+c,_ A" '+...4+¢c,l =0
mnozac obustronnie przez A~! otrzymujemy:

A'w(A)=c,A"'+c,_ A" +...+Cc, AT =0

a stad
? A‘l=—Cl(an”‘1+cn_1A”‘2+...+C1I)
' 5 7 -5
Przyktad: ZnajdZz macierz odwrotng do macierzy A=|{0 4 -1
50 7 -5 2.8 -3
wd)=| 0 4-2 -1 |=-A+6A"-111L+6

2 8§ -3-1
W(A)==-A*+6A*-11A+6l =0 = A'W(A)=-A*+6A-111 +6A ' =0
A‘I:%(A2—6A+11I ) =

157—52 57 -5 10 0) (-4 -1913
=<{|04 1) -6{0 4 1|+11/0 1 0fl=/-2 -5 5
2 8 -3 2 8 -3 0 0 1 —8 -26 20
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Zastosowanie tw. Cayleya-Hamiltona do znajdowania wysokich poteg macierzy:

w(A)=c,A"+c,_ A" '+...4+¢c,l =0 = A"= —Cl(cn_lA”‘l+...+c0 )

n
Mnozac ostatnie rownanie obustronnie przez A i podstawiajac go jednoczesnie za A"

H . 2
dostajemy: A _ ( Cot  Coss jA -, _I_(Cn_lcl G jA_I_ Cn-1Co |

Cr G C; G Ca
Proces ten moze by¢ kontynuowany, co oznacza, ze dowolna catkowita potege macie-

rzy stopnia N mozna zapisa¢ w postaci wielomianu macierzy stopnia co najwyzej n—1
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Przyktad: Znajdz macierz A jesli A = (; i’ )
w(x)=1;k lfx=x2—2x-8=(x—4)(x+z)=0 = A =4, A, =2

A wiec wartosciami wtasnymi macierzy A% sg 1! A1% czyli spetnione sa réwnania
1 2

wiasne: AR, =A"%, oraz AY™X,=1)"X,

Z drugiej strony, wiemy na podstawie tw. C-H, ze macierz A® mozemy zapisa¢ jako

kombinacje liniowa macierzy A i | (poniewaz A jest stopnia n=2): A% = 0 A + Bl

Sadmamy: AR, = (aA+Bl K, =(ak +B)K, _ [M" =on,+p
AR, =(aA+BI )X, =(ak, +B)X, A =od, +PB

1 1
Rozwiazujac uktad réwnan o= (7»}00 - 7»;00) = 6(4100 —21")
wzgledem a i B otrzymujemy: 1

Ble-xz

(}“1}“;00 _ 7»2%100) _ %(4100 n 2101)

a wiec: A100=%(4100—2100)A+%(4100+2101)|
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Podprzestrzenie niezmiennicze

Definicja: Niech T bedzie operatorem liniowym na przestrzeni V. Podprzestrzen X’ YV

nazywamy podprzestrzenia niezmiennicza operatora T jesli T (X) ={T(X):Xe X} c X
Operator T, ktorego dziatanie jest ograniczone do podprzestrzeni X’ oznaczamy T/ PYe

Przykiad: Pokaz, ze podprzestrzen X napieta przez wektory X, i X, jest podprzestrzenia
niezmienniczg transformac;ji liniowej okreslonej za pomocag macierzy A.

4 4 4 2 -1 A% — 2%
A=|-2 -2 -5 X, =|-1| X,=| 2 = { S
1 2 5 0 1 AX, =X+ 2X,

Dla dowolnego wektora X = a X, + B X, z podprzestrzeni X mamy:
AX =A (oc)?1+[3)?2) =aAX,+BAX, = 200("1+[3(X"1+2X"2) = (20c+[3))("1+2[3)("2 eX
Reprezentacjg macierzowq operatora A, w bazie B = {7(1 , X, } jest:

[Arx = ([A/x (Xl)]B ‘[A/X (KZ)]B) } (3 ;j

Uwaga: Istnienie podprzestrzeni niezmienniczych dla operatora liniowego T umozliwia
znalezienie jego prostszej reprezentacji macierzowej.
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Podprzestrzenie niezmiennicze

Niech X’ < V bedzie podprzestrzenig niezmiennicza operatora T okreSlonego na
przestrzeni V, oraz niech bedg dane bazy, odpowiednio w X’ oraz w catej przestrzeni V:

By ={X,,%,,.... %} oraz B={*x1,‘x2,...,‘>g ,‘yl,‘yz,..:y}

Reprezentacja macierzowa operatora T w bazie B:

[Tlg = ([T (%) J| [T (%) I [T () I |7 (5) I [T (92) I ([ (:yq)]B)

Poniewaz X jest podprzestrzenig niezmiennicza natomiast Y = Span{yl,yz, e Yo

niekoniecznie, wiec: (o) (B}j )
- r . . -r' . r . r . . Br'
T(Xj)zizzl:aij X, = I:T(Xj):lzs: O:)J T(yj)=§Bij Xi"‘iZ:l:Yij Yi = [T(yj)]lg= yljj
.0 ) Td )

Jesli istnieje podprzestrzen niezmiennicza, to reprezentacja macierzowa operatora T
daje sie zapisac w postaci trojkatnej blokowe;:

[T1s =[[T/?;lsx BJ

C

gxq
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Podprzestrzenie niezmiennicze

Twierdzenie: Niech T bedzie operatorem liniowym w n-wymiarowej przestrzeni V oraz

X, Y, ..., Z niech beda podprzestrzeniami V, odpowiednio o wymiarach ry, r,, ..., I, oraz
bazach B,, By, ..., B takimi, ze Zi r=noraz B=B,UB,U:--UB; jestbazaw V.
Podprzestrzenie A&, ), ..., Z sq wszystkie niezmiennicze wzgledem operatora T wtedy

i tylko wtedy gdy [T ]z ma postaé blokowa diagonalna:

(A 0

rl Xrl

[T]s =

0 ) A= :T/X]BX
0 B= _T/y:lBy
Crerk Y, C= :T/Z :IBZ

Twierdzenie: Jesli operator T jest wprost macierza nxn, tzn. T(V) =TV, to Q jest

hieosobliwg macierzg taka ze

Q'TQ=

(A, 0 0
0 B, 0
L 0 0 Crerk

wtedy i tylko wtedy gdy Q = (Ql \QZ\---\QK) gdzie Q, jest macierza nxr, przy czym
kolumny Q, napinaja podprzestrzen niezmiennicza operatora T.
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Diagonalizacja macierzy kwadratowej

Dana jest macierz A .. Jej wartosci wiasne A, i wektory wiasne X; spetniaja rownanie
A)_(I =7\«|)_(>| dla I =1,...,n

Kazde z rownan wtasnych osobno mozna zapisa¢ w postaci:

(an A, v aln\(xli\ (}“ixli\
dyy Gy ot Ay X,i . 7‘4 X,i
\anl Apy 0 ann)\xni) \}“ixni)
Natomiast wszystkie jednoczesSnie daje sie zapisa¢ w zwartej postaci w formie:
(all d; ot aln\ (X11 ST Xln\ (7”1)(11 7‘2X12 }\‘nxln\
dyy Ay ot Sy, Xo1 Xy 0 Xy B 7‘1X21 7‘2X22 }\‘nXZn B
\anl Ay v ann) \an Y I Xnn) \}\‘lxnl }\‘anz }\‘nxnn)
(Xll X12 Xln\ (}\‘1 0o --. 0\
B Xo1 Xy 0 Xy, 0 7‘2 e 0
\an Y Xnn) \O 0o - }\‘n)
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Diagonalizacja macierzy kwadratowej

Wprowadzajac oznaczenia X, X X ) (A, O 0 )
S= X.ZI X.zz . X.zn oraz A= o !
\an Xnz Xnn) \0 0o - }“n)

mozemy powyzsze rownanie macierzowe zapisa¢ w postaci

AS=SA = S'AS=A
Whiosek: Wykorzystujgc macierz zbudowang z wektorow wtasnych mozna za pomoca
transformacji podobienstwa przetransformowac macierz A do postaci diagonalnej w
ktorej elementami diagonalnymi sa wartosci wlasne macierzy A.
Przyktad: Zdiagonalizuj macierz za pomocg transformacji podobienstwa.

(1 2 _1-A 2 | 42 a_ _ _
A_(Z 1) det(A-\l)= 9 1—%“7‘ -2A-3=0 = A;=-1 A,=3

wektory wiasne: T/1=(11) oraz V2=(i) = S=(_11 1) = S_lzé(_ll i)

sws=3(3 1) DG 16 906 )

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 11-14




Diagonalizacja macierzy kwadratowej

Po znormalizowaniu wektorow wtasnych utworzona macierz jest unitarna (ortogonalna)

U —L(_l) oraz U, = 1) = U=L(_11 1) = U‘1=L(_1 1)

i
2 J2\1 J2 . NZAR
Transformacje U'AU = UTAU = A nazywamy unitarna transformacja podobiefstwa.
Przyktad: Zdiagonalizuj macierz za pomocg transformacji podobienstwa.

4 6 6
A=[1 3 2} det(A-AD)=(L-1D(R-2)"=0 = A =1, Ay,=2
-1 -5 -2

1[4 1 (33
Wektory wtasne: A, =1: V,=—| -1 Apg=2. V,=—+=| -1

Whiosek: Tej macierzy nie da sie zdiagonalizowac.

Uwaga: Kompletnym uktadem wektorow wtasnych macierzy A, ,, nazywamy kazdy
uktad n liniowo niezaleznych wektorow wtasnych tej macierzy. Macierze ktore nie
posiadajg kompletnego uktadu wektorow wtasnych nazywamy niekompletnymi.

Uwaga: Macierz A .., jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy gdy posiada kompletny
uktad wektorow wtasnych.
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