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Pojecie przestirzeni wektorowe)

Definicja: Zbior YV nazywamy przestrzenig wektorowg (liniowa) nad ciatem liczbowym

Q =R lub C, jesli zdefiniowane sg dwa wzajemnie uzgodnione dziatania na jego elemen-
tach (wektorach), dodawanie oraz mnozenie przez liczby z Q, posiadajace nastepujace

wlasnosci (musza byé spetnione dla kazdego C,C,,C, € Q i kazdegoU,V,We V ):
A1) V\WeVY = V+weV

(A2) (V4+W)+U=V+(W+T)

A3) V+W=W+V

(A4) istnieje wektor zerowya e Y taki, ze 6 + V = V dla dowolnegoV € V

(A5) dla kazdegoV € V istnieje wektor przeciwny =V € V taki, ze V + (—=V) = 0
(M1) CV eV diawszystkichCe Qi VeV

m2) (66)V=c¢(cV)

(M3) c(V+W)=cv+cw

(M4) (¢, +¢,)V=CV+C,V

(M5) istnieje liczba 1 € Q taka, ze 1V =V dla dowolnego V € V
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Przestirzenie wektorowe - przykiady

s zbior RM*" rzeczywistych macierzy m x n tworzy przestrzen wektorowa nad R.
s zbior C"*" zespolonych macierzy m x n tworzy przestrzen wektorowa nad C.

w szczegblnosci mamy: (%, \ () |
X, 4

R™ =3 " |, x,eR} oraz C™=<| " | zeC}

[\ %n ) , \Z) ,

m zbior liczb rzeczywistych nad R,
m zbior liczb zespolonych nad R oraz nad C,

Definiujemy operacje dodawania i mnozenia przez skalar funkc;ji jako

(f+9)(x)=f (x)+g(x) oraz (af )(x)=of (x)
= nastepujace zbiory tworzg przestrzenie wektorowe nad R:
— zbior wszystkich funkcji odwzorowujacych przedziat [0,1] w R,
— zbior wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych na [0,1]
— zbior wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych rozniczkowalnych na [0,1]

= zbiér P (t) wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach zespolonych nad C.

= zhbior P (t) wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego badz rownego n
o wspotczynnikach rzeczywistych nad R (ale nie nad C).
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Podprzestrzen

Definicja: Niepusty podzbior S przestrzeni wektorowej V nad ciatem Q (S C V) nazywa-

my podprzestrzenig przestrzeni V jesli S tworzy przestrzen wektorowa nad ciatem Q z
tak samo zdefiniowanymi operacjami dodawania i mnozenia przez skalar jak w V.
Twierdzenie: Niepusty podzbior S przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenia wek-

torowqg przestrzeni V wtedy i tylko wtedy gdy spetnione sg jednoczesnie warunki:
(A1) X,ye$S = X+yeS

(M1) XeS = oXeS dlawszystkich o€ Q

Dowod: S jako podzbior V dziedziczy wszystkie wtasnosci przestrzeni wektorowej V
z wyjatkiem (A1) (A4) (A5) i M(1). Ale (A1) i (M1) implikujg (A4) i (A5):

(M1): XeS = —-x=(-1)%eS = (A5)

(A1): X (=X)eS = %X+(=X)eS awiec 0 S = (A4)

Definicja: Podzbior Z={0} przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenia wektorowa

przestrzeni Vi nosi hazwe podprzestrzeni trywialnej.

Przykiad:
m zbior liczb rzeczywistych tworzy podprzestrzen przestrzeni liczb zespolonych nad R,

= zhior P° () jest podprzestrzenia przestrzeni P° (1),
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Podprzestrzenie - przykiady.

= zbiér macierzy (rzeczywistych lub zespolonych) M" * S jest podprzestrzenig M™*"

dlar < moraz s< n (macierzr x Sutozsamiamy z macierzami m x n w ktorych
wszystkie elementy ostatnich m—r wierszy i n—s kolumn to zera).

s zbior L = {( X, y) Ly = ax} jest podprzestrzen przestrzeni R*
(zadna inna linia nie jest podprzestrzenig R?) \

= W przestrzeni R° nietrywialnymi podprzestrzeniami sa linie
proste i ptaszczyzny przechodzgce przez poczatek uktadu,

m przestrzen R™ jest podprzestrzenia przestrzeni R" dla m<n

Twierdzenie: Niech S bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni “‘jjﬁ“
wektorowej V. Zbiér W wszystkich liniowych kombinacji wekto- 1\
row z S tworzy podprzestrzen V. Mowimy, ze zbior S napina

przestrzen Y. Stosujemy oznaczenie span(S).

S= {\71,\72,...,Vr} = span(S)= {ocl\'il +a,V,+..+a,V, |a e Q}
Dowod:

X= Zi &V, Y= Zi nV; XY e span(S)

X+y =) (&+mn)V, e pan(S) oraz BX=) (BE )V, € span(S)

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 11-5

=)
spo™




Zbiory napinajace - przyk’rady

Dygresja: ROwnanie prostej w przestrzeni:

y Po(xgs Yo» 20)

V to wektor rownolegly do prostej, M
rd . P(x,y,2)
L

I'o to wektor wodzacy dowolnego punktu proste;.

F=r,+Vt — réwnanieparametryczne (—oo <t < o0)

— — —_— — g - » » = D
xV=r,xV=Db — rownaniew postaci nhormalnej /\
~ = y

= 0x0eR’ = span(l)={F|FeR® Fxi=0]
(prosta przechodzaca przez poczatek x
uktadu i rownolegia do wektora U)
Dygresja: Rownanie ptaszczyzny w przestrzeni:
U,V to dwa wektory nie lezace na tej samej linii,

— Plane M
N to wektor prostopadty do ptaszczyzny. /

=T,+al+BV — réwnanie parametryczne (—oo <a,B< oo) P(x, y,2)

F
r-i=Tr,-n=d — réwnanie w postaci normalnej Fo(xo, J’O’M.

= U,Ve R* to dwa niezerowe wektory, nie lezgce na tej samej linii;
span(0,v) ={F |F e R®, F-(UxV) =0}

(ptaszczyzna przechodzaca przez poczatek uktadu w ktérej leza wektory U i V)
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Zbiory napinajace - wiasnosci
m skonczony zbior {1, X, X2, ..., X”} napina przestrzen wszystkich wielomianow stopnia

CO hajwyzej n.
= nieskonczony zbior {1, X, X%, } napina przestrzen wszystkich wielomianow.

Twierdzenie: Niech A bedzie macierza ktorej kolejnymi kolumnami sa wektory ze zbioru
S = {éu 3, ... an} z podprzestrzeni V ¢ R™!, Zbior S napina przestrzen V wtedy i tylko

wtedy gdy dla kazdego Db € V) istnieje wektor X taki, ze AX = b.
Dowod: Z definicji S napina V jesli istnieja state o takie, ze dla kazdego b € V zachodzi:

(al\
— . . . . . N (04 .
b=0,8 +0,8+..+0,3,=(83,]..18,)| . |=AX
\%n
Przyktad: Czy zbior S={(1 1 1), (1 -1 —1), (3 1 1)} napina przestrzen R>?
1 1 3)X b, rz(A)=2
1 -11)x|=|b rz(A|b)=3 np.dlab=0, b,=1, b,=0
1 =1 1) X b a wiec S nie napina R (nie istnieje wektor X)
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Suma przestrzeniiwektorowych

Definicja: Niech X i Y beda podprzestrzeniami V. Suma przestrzeni X i ) hazywamy

zbior wszystkich mozliwych sum wektorow z X i wektorow z Y :
X+Y={X+y|XeX i ye)}
Twierdzenie: Suma podprzestrzeni X’ i Y jest podprzestrzenia V.
Dowod: Niech & = X+). Wystarczy sprawdzi¢ warunki (A1) i (M1) dla S.
u,veS = U=X+VY,iV=X,+y, gdzie X, ,X,e X oraz y,,¥,€Y
(Al): X, +X, e X oraz y,+y, ey = U+\7=()"(1+)"(2)+()71+)72) eS

(M1): aX, € X oraz oy, €Y = al=oa(X +y,)=aX, +ay, €S

Twierdzenie: Jesli S, i S, napinaja przestrzenie X i Yto S, U S,, napina X+).

Dowéd: Niech Sy={%X,,%,,...%, } oraz 8y=1{¥;,¥5, ..V}
Ze Span(SXuSy) & 7= Z()Li +ZB Yy, =X+y gdzie XeS,iyeS,
i=1
&S ZeX+)y
Przyktad: Niech podprzestrzenie X C R? oraz Y C R* bedg dwiema réznymi liniami
przechodzacymi przez poczatek uktadu, wtedy X'+ = R?
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Podprzestrzenie - przyktady

Przyktad: Ktére z nastepujacych podzbiorow R™" sa podprzestrzeniami R™" :
® macierze symetryczne - tak

= macierze diagonalne - tak 1 1 1 2 0 3
= macierze nieosobliwe — nie np. A=(_1 1) : B=(_1 _1) = A+B=(0 0)

: : , [(0-1) .o _({0 O (0 -1
= Mmacierze osobliwe — hie np. A_(O 0) ' B—(_l ()) = A+B_(—1 0)
= macierze trojkatne — hie

=  macierze gorno-trojkatne — tak

= wszystkie macierze komutujace z dang macierzga A — tak

AB,=B,A i AB,=B,A = A(B1 + Bz) =AB,+AB, =B,A+B,A = (B1 + BZ)A
wszystkie macierze takie, ze A= A — nie

A?2=A i B2=B = (A+B)'=A?+AB+BA+B’=A+AB+BA+B=#A+B

= wszystkie macierze takie,ze Tr A=0 - tak

Przyktad: Niech X bedzie ptaszczyzng w R3 przechodzaca przez poczatek uktadu,
nhatomiast ) linig prostopadta do tej ptaszczyzny i rowniez przechodzaca przez
poczatek uktadu. Czym jest X+) ? — cala przestrzen RrR3
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Podstawowe podprzestrzenie

Definicja: Funkcje f odwzorowujgcg punkty ze zbioru D w punkty ze zbioru R nazywamy
funkcjg liniowg jesli spetnia warunki (dla wszystkich x, y € D i skalaréw a):

f(x+y)=f(x)+f(y) oraz f (ax)=af (x)
Definicja: Zakresem R(f ) funkgiji liniowej f : R" — R™ nazywamy podzbiér
’R(f)={f (X)|Xe7€”}g7€m

Twierdzenie: Zakres R(f ) kazdej funkciji liniowej f : R" — R™ jest podprzestrzenig R™

oraz kazda podprzestrzen R™ jest zakresem pewnej funkcji liniowe;.
Dowod: R(f ) jest podprzestrzenig R™:

(A1D): ¥,9,eR(f) = 3IX, X, eR" takieze §, = (X,) i¥,=(%X,) =
= V.+V,=f(X)+ f(%,)=f (X +%,)eR(f)
(M1): yeR(f) = IFXeR" takieze Y= (X) = oy=aof (X)=f(aX)eR(f)
Kazda podprzestrzen V ¢ R™ jest zakresem pewnej funkgiji liniowej f : R" — R™:
Niech zbior {\71,\72,...,\7n} hapina przestrzen V={oc1\71+ t+a.V, o e R}
A = (Vo |V, [ ]V,) 1 %= (0,00, 00) = gV + 0,V + .+ 0,V = AX

f (X)=AX jestliniowaimamy R(f) ={A5’(|5’(e R”XI} ={a,V,+..+a,V, |, eR} =V
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Podprzestrzenie macierzowe

Definicja: Zakresem macierzy A € R™" nazywamy podprzestrzen R(A) przestrzeni R™

generowana przez zakres funkeji f (X) = AX: R(A)= {A)‘( |X e R”} cR™

Definicja: Zakresem macierzy AT € R™™ nazywamy podprzestrzen R(A") przestrzeni R"

—

generowana przez zakres funkcji f (§)=A'y: R (AT)= {ATy VA= Rm} c R"

(£ )
Wszystkie obrazy odwzorowania AX S i
sg liniowymi kombinacjami kolumn ; AX = (A.1 A,l..| Aon) &:2 = Z};J.A.j
macierzy A, tzn, jesli X = (?’;l,é‘;z , ...,Zj,n) : j=1

\gn/

A wiec przestrzen R(A) to przestrzen napieta przez kolumny macierzy A (przestrzen
kolumnowa), tzn. beR(A) & X, b =A%

Podobnie R(A") to przestrzen napieta przez kolumny macierzy A" czyli wiersze macie-
rzy A (przestrzen wierszowa), tzn. A€ R (AT) =\ a' = VTA

Przyktad: Podaj interpretacje geometryczna przestrzeni R(A) oraz R(A") dla macierzy
A\ (1 2 3) R(A)=span(A.., A, A;) = R(A)=span((1,2)T) —liniaw R*

246] R(AT)-= span(A,.,A,.) = R(AT)= span((1,2,3)T) —liniaw R*
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Relacja rownowaznosci-macierzy.

Definicja: Mowimy, ze macierze A i B sg rownowazne jesli mozna przejs¢ od macierzy A

do macierzy B poprzez operacje elementarne na wierszach i/lub kolumnach. Jest to re-
lacja rownowaznosci, ktorg mozna wyrazi¢ za pomoca macierzy elementarnych Pi Q:

A~B < PAQ=B
W szczegolnosci jesli macierz A da sie przeksztatcic w B jedynie za pomoca operac;ji

ha wierszach lub jedynie za pomoca operacji na kolumnach wtedy piszemy:
wiersz ko

|
A ~B << PA=B A~B < AQ=B
B |. O
Twierdzenie: Jesli rzad macierzy A .., wynosir, tzn. rz(A) =r, wtedy A ~ N, = ( 6 O)
wiersz
Dowod: Zawsze zachodzi A ~ E, = istnieje Ptakaze PA =E,

Przestawiamy r podstawowych kolumn na lewo. Niech operacja ta oznacza mnozenie
od prawej strony przez Q,. W rezultacie otrzymujemy: _ | J
prawej strony przez Q, ymujemy PAQl_EAle(r )

00
Mnozymy od prawej strony

przez nieosobliwg macierz  Q, = (Icf) _IJ) = PAQ,Q, = (I(S é)(lcf) _IJ) = (Icr) 8)

A wiec A ~ N, poniewaz P oraz Q = Q,Q, sa nieosobliwe.
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Relacja rownowaznosci-macierzy.

0 g)= rz(A)+rz(B)=r+s

A~N, A 0) (N, © A0y (N O)
B~NS}: (O B) (O Ns) = rz(0 B)—rz(o st—r+s—rz(A)+rz(B)

Twierdzenie: Prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia dotyczace macierzy A, iB

A
Przyktad: Niech rz(A) =r i rz(B) = s. Uzasadnij, ze rz(

mxn*®
wiersz kol

A~B < rz(A)=rz(B) A -~ B & E,=E; A~B < E,,=E
Dowod:
a) rz(A)=rz(B) > BN = A~N,~B = A~B

Niech rz(A)=r i rz(B)=s czyli A~N, i B~Ng

A~B = N, ~A~B~N, = N, ~N;, = rz(A)=rz(B)

wiersz
—_ wiersz
b) AwierszB } = A -~ EB = EB =EA

B ~ Eg
wiersz wiersz wiersz

E,=E, > A ~ E,=E, ~ B = A ~ B

ko wiersz

|
¢) A~B & AQ=B < (AQ) =B & Q'A"=B" & AT ~ BT
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