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Pochodna funkcjirwe

Definicja: Funkcjg wektorowg nazywamy funkcje postaci

F(t)=xt)i +y(t)j+z(t)k gdzie tel c &

Przyktad: Linia Srubowa
F(t)=(cost)i +(sirt)j +tk

kforowe}

. P(x(1), y(1),z(D)
0)
/ ¥

X

Definicja: Pochodng funkcji wektorowej nazywamy granice:

AF o F(+A)-r@) dx(@)r dy(t) - dz(t),
!AItTOAt_IAIm)O At - dt . dt I+ :
Wiasnosci pochodnej 1(54_ 5) —@+@
funkcji wektorowej:  (dt dt dt
d (5.5)_ 500, @@
E(a'b)_ at Fae P
d (445) = ax 3P, 02 7
pom axb)—ax dt+thb

dt

r(t + At) — r(r)

At
o/
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Przyktad: Predkosc¢ i przyspieszenie: G dr
_ dr dx: dy-: dzq ~ A ~
V=—"-=—"11+ +—Kk=v.1+V, | +V,K .
at ~dt T at! T at V]V a=

— ~ dv -~ ~ 2 2\, ~ ~
dv dv, : vV, ~ dv, d* x~ d*y: d2%<=a.

d=—=—J2i+—Lj+—2k=—1i+ + i +a,j +a Kk =
dt  dt at ! " at dt? de T ae d 2, rak
Predkosc¢ katowa:
. A6 do o . AS . pA@
@ At—»0 At dt v |V| !Altr—TJo At IAItrEO At pw

poniewaz |fixT|=rsina=p = Vv=pw=ix/|w
Definiujac wektor predkosci katowej jako @ = wii otrzymujemy:
. dr .

V= =wXT

dt ~
Przyktad: Wektor pedu czastki poruszajacej sie w polu centralnym (F || ) zawsze

lezy w ustalonej ptaszczyznie. N ,
L=rxp=rxm-—- = —=—XxpP+Txm =0 = L=const
P dt dt ~dt P de’
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Wiasnoscil funkcjirwektorowych

—

Uwaga: Relacja ?j—'? = wx A jest prawdziwa dla dowolnhego wektora A. I

Twierdzenie: Niech I’ (t) bedzie dowolna rozniczkowalna funkcja
wektorowa o statej dtugosci, wowczas: 4y

r-—=0 )
dt
Dowod:
elr L Qeey Qe dEdF L i
Fr=r; = dt( )= G0 =0 =1 g =2 dt_o‘/
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Rozniczkowanie w! uktadzie nieinercjalhym

Rozwazmy dwa uktady odniesienia o wspolnym poczatku, z ktorych jeden obraca sie

wzgledem drugiego (do uktadu obracajgcego sie stosujemy oznaczenie ,prim”).

- ~ ~ ~ _ dl’ %’-‘ ﬂ" dz,~
F=xXi +yj +zK V=T Tt dtk

_dX'5 dy s dZp, _ Di

F=xT4y] +zk V=g e T a T o
z drugiej strony mamy:
o_dr _dxs dy dZp , di dJ dAK Dt ,dl,df  d¥
—~ k' = X — + 72—
V=gt o e e T Y o e e ot X ae Y a2 at
Dla wektorow iA',jA',kA’ zachodza relacje: d_i':a)xiA' d_j':a)xjA’ dk’ oxk’
dt dt dt
a wiec:
%+y%+z’d§—){(@x?)+ y(@x 7)+ 2(@x K) = ax( X7+ yi+ 2K) =ox
Ostatecznie mamy: R R
T=V+axT cnli Dl axr
dt ~ Dt
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Rozniczkowanie w! uktadzie nieinercjalhym

Ostatnia relacja jest stuszna dla dowolnego wektora A:

DA _ DA r DA - DA -

dA DA raxA  gdze Dt Dt Dt

dt Dt Y T (L %
OXA= A A o Ao

Przyktad: Pochodna czasowa predkosci katowej jest taka sama w uktadzie nierucho-

mym jak i w ukfadzie obracajgcym sie: do Do XD = Do

dt Dt Dt

Transformacja przyspieszenia:

~_odv_Dv - . _D(Dr . -\ -~ (Df _ -
a= av +a)><V:—( a)xr)+a)x(—+a)xr =

dt - Dt Di\ Dt © Dt
- 3 3
=gt£+%‘: X7 + & x%rt+a)x%rt+wx(a)xr) A +exT+20xV +ox(DOxT)
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Dtugoesc tuku, parametiryzacja naTuralna

Diugos¢ tuku dla t; <1 <1, obliczamy ze wzoru:

S RO I R

Definicja: Kazdy tuk ma parametryzacje naturalna. 0 r P()
Punkt
Parametrem jest wtedy diugos¢ tuku liczona od pocl::ltkowy
pewnego ustalonego punktu poczatkowego: \ 5(1) \‘y
t P(1y)
s(0) = [v(e)| dr :
0

Przyktad: Linia srubowa: T (t) = (cost)i +( sirt)j +tk

Dtugosc¢ liniidla 0 <t < 27x: \'il'y
2 2n :-. =

L= [N (@ldt=[""V(=sint)’ +(cost)* +1 dt=
= j:ﬂ J2dt =272

Parametryzacja naturalna:
s() = [ V() dr=[ V2dr=2 t
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Krzywa gtadka w' przestrzeni

Jednostkowy wektor styczny do gtadkiej krzywef (t) :

dr drds_ dT|| T-_l_dT
dt  ds dt ds W de

Poniewa, T jest wektorem jednostkowym wec podczas
ruchu czastki jego dtugas¢ sie nie zmienia, a wec jego
pochodna jest do niego prostopadta: d_T' —

= kN
dsK

V=

k - krzywizna krzywej gtadkie]
p=1/k - promien krzywizny

Przyktad: Rozktad przyspieszenia czastki na skfadowe:
5= dv_d ( T) dv= T4 Vﬂ

dt dt dt
dT_ dT ds_ . g "
dt ds dt s
s_Qve oo dve Vs o N- L
=g T + VN dtT+p N
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Krzywa gtadka w' przestrzeni

Przyktad: Ruch czastki po linii proste;j: C(Ij—T =0 = k=0
S

Przyktad: Ruch czastki po okregu: V= wr
F(t)=(rcosat)i +( sinat)j

f:%:i(—rwsinwt | +1 w cosut jA)=— sinut i + cogs jA
V| or
dT 1dT 1 - L0 r
_ — —wCOSwt | —w Sinwt |)=——
ds [|v| dt wr( “ @ J) r?
%ZKN = Nz—ir oraz K=lr, p=%=l‘

Uwaga: W niewielkim obszarze zawsze mozna
fragment tuku As przyblizy¢ za pomocag wycinka
okregu. Promien takiego okregu nazywamy
promieniem krzywizny krzywej w tym punkcie.

_ Krzywa
Promien

krzywizny
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Wektor binormalny, forsja

Ruch czstki nie musi by¢ ograniczony do ptaszczyzny wyznaczonej przez Wekly)f iN.

Definicja: Wektorem binormalnym nazywamy wektor: A
B=TxN

Wektory T,N iB tworz prawoskretny uktad

odniesienia zwjzany z poruszajca Sie¢ czastka.

Poniewaz wektory te tworza baze ortonormaln g, wiec:

dT dB

dig =y dB = & - = -
0=—\B:-T)=—/T+B- = -T+B-kN
ds( ) ds ds ds + X
Jednoczénie, poniewa B jest wektorem jednostkowym, zachodz(dB/ ds)- B=0
A wiec wektor dB/ ds musi mié kierunek wektora N : dB N
——=—y
ds

y - torsja, skrecenie, druga krzywizna
Pochodna wektoraN

dN_d5 7)_dB +. 5, dT_
ds_ds(BXT)_ g TBx s
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Gtadka krzywa w! przestirzeni

dT < dN - = dB_ g
Formuty Frenet’a—Serret’a: —=kN, —=—«T+yB, —=vN
ds ds_ "7 ds 7
Przyktad: Linia srubowa: ' (t ) = (a cost) i 1 (a sint) JA + btk
a 1 a*+b b
K= = —= —
a’ +b’ P="% a LR
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Funkcje wielowymiarowe

Wykres funkcji dwuwymiarowe;j: \ x2 + 2+ 2= 1
Z

100
p z=f(x)

2 _
fx,y) =51 [ +y +z7=3

1

X

Wykresem poziomicowym funkcji wielowy-
miarowej hazywamy zbior punktow takich,
ze f (x,y,z, ..) = C, gdzie C jest stala.
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Pochodne czastkowe

A X =X A

P(xOs yOaf('x09 yO)) Styczna

z=f(x,y) P(xg, yo,f (x0s ¥0))

z2=f(xy)

y
/ \ (X0, Y0)
X
(Xg> Yo + k)

(xO, )’0)
(-xo + hs yO)

z=f(xp, y)
Definicja: Pochodna czastkowa funkcji T (X,Y) wzgledem zmiennej x (y) w punkcie
( Xo1 Yo ) hazywamy:

of o f (X +AX,Yy)= f(Xo,Y0) of
Xlixgye) A% AX oy
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Pochodne czastkowe

2
Przyktad: Obliczy¢ obie pochodne czastkowe funkc;ji: f (X, y) = J

Y + COSX

f _of a( 2y )_O—Zy(—sinx)_ 2 ysin X
©oox ox\y+cosx)  (yicosx)’  (y+ cosx)’

fEaf:a( 2y ):2(y+cosx)—2y= 2 COSX
Yoy 0y\ y+cosx (y +COSX)2 (y+ cosx)z

Jesli funkcja T (X,Y) ma ciggte obie pochodne czastkowe oraz X(t) i Y(t) sa réznicz-
kowalnymi funkcjami zmiennej t, to funkcja ztozona f (X(t), y(t)) jest rézniczkowina
funkcjg zmiennej t oraz zachodzi: df of ox of oy

dt ~ ox ot * oy ot

Dla funkcji trzech zmiennych f(X,¥,2)z ktorych kazda zalezy od dwoch innych
X, VY, Z(S 1) jesli spetnione sa podobne do powyzszych warunki ciagtosci i rézniczko-
walnosci mamy:
df  of ax+6f5y of 0z df  of ax+6f5y of oz
ds  9x0s 8yas 0 20 dt ox ot oyot ozot
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Pochodna kierunkowa

Rownania parametryczne prostej przechodgcej przez punkt P, (X,, ¥,) i skierowanej
wzdtuz jednostkowego wektorad = (U,,U,)  mppostas:

X = X, + SU, y= Y + Sy
Definicja: Pochodna funkcji f (X,Y) w punkcie P,(X,, Y, ) w kierunku jedn. wektora
U= (u,,Uu,) nazywamy: .
(ﬂ) _lim f (X0 +su,, Y, + Sl&)— f( X) s )6) Su_rfaceS: Fliep, e s o sus)—uf G t)
ds/sp 500 S z2=f(x,y) o

Przyktad: Oblicz pochodna funkcji f (X,y)=X*+Xxy \
w kierunku wektora U = (llx/i)i - (1/\/5) ]
w punkcie P,(1,2)

(ﬁ) o (1+\/85)2+(1+\/55)(2+\/§)_3

ds 50 S

§+Sz X

(xg + suy,yo + su,)
Jim Y2 jim (%Jr s)=% Polieyy) W= uyi + iy

s—0 S s—>0
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