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Podprzestrzenie macierzowePodprzestrzenie macierzowe

span(A) = span(B) ponieważ niezerowe wiersze w macierzach EA i EB są takie same.

(((( )))) (((( ))))b) A B A ~ B= ⇔= ⇔= ⇔= ⇔R R
kol

(((( )))) (((( ))))T Ta) A B A ~ B= ⇔= ⇔= ⇔= ⇔R R
wiersz

Twierdzenie: Dla dwóch macierzy A i B o tych samych wymiarach zachodzi:

wiersz

istnieje  taka że a) A ~ B P PA = B⇒⇒⇒⇒

Dowód:

AA E
            
            = → == → == → == → =
            
            

1 2 2 3 1 2 0 1

2 4 1 3 0 0 1 1

3 6 1 4 0 0 0 0

(((( )))) (((( ))))
T T 1

T T T T 1 T T T
z y P

a A y :  a y A = y P PA a z B a B
≡≡≡≡

∈ ⇔ ∃ = ⇔ = ⇔ ∈∈ ⇔ ∃ = ⇔ = ⇔ ∈∈ ⇔ ∃ = ⇔ = ⇔ ∈∈ ⇔ ∃ = ⇔ = ⇔ ∈
-

-
R R

� �� �� �� �

� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))T T
1 1

wiersz
A B A , A , ..., A B ,B , ...,B A ~ Bm mspan span• • • • • •• • • • • •• • • • • •• • • • • •= ⇔ = ⇔= ⇔ = ⇔= ⇔ = ⇔= ⇔ = ⇔2 2R �R

b) dowód przebiega analogicznie jak w (a) zastępując odpowiednio A, B przez AT, BT.

Przykład: Czy następujące zbiory wektorów napinają tą samą podprzestrzeń �
n:

(((( )))) (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}T T T
= , , , , , , , , , , ,1 2 2 3 2 4 1 3 3 6 1 4A (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}T T

= , , , , , , ,0 0 1 1 1 2 3 4B

BB E            = → == → == → == → =            
            
0 0 1 1 1 2 0 1

1 2 3 4 0 0 1 1

Konstruujemy macierze A i B, których wierszami są wektory ze zbiorów A i B:
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Kolumny niepodstawowe są liniowymi kombinacjami kolumn podstawowych i mogą

być wyzerowane za pomocą operacji elementarnych na kolumnach macierzy AQ
1
:

Podprzestrzenie macierzowePodprzestrzenie macierzowe

Przykład: Znajdź zbiory napinające przestrzenie R(A) i R(AT), jeśli:

(((( )))) (((( ))))T Ta) A ~ U A U⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =R R
wiersz

D:

A =
    
    
    
    

1 2 2 3

2 4 1 3

3 6 1 4

Twierdzenie: Niech A będzie macierzą o wymiarach mân, a U dowolną macierzą w pos-

taci schodkowej otrzymaną z macierzy A:

(a)  niezerowe wiersze macierzy U napinają przestrzeń wierszowąR(AT),

(b)  kolumny podstawowe w macierzy A napinają przestrzeń kolumnowąR(A).

(((( ))))1AQ B Nm r m t× ×× ×× ×× ×====

b)   Niech b1, b2, …, br oraz n1
, n

2
, …, nt oznaczają odpowiednio podstawowe i niepodsta-

wowe kolumny macierzy A. Macierz Q
1
niech będzie macierzą permutacji przesta-

wiającą kolumny podstawowe na lewą stronę, tak że

(((( ))))A = ,span
                                    
                                

1 2

2 1

3 1

R (((( ))))TA = ,span

                
                    
            
            
                    

1 0

2 0

0 1

1 1

R

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))
kol

1 2 2 1 2AQ Q B N Q B 0 Q Q Q : AQ B 0 A ~ B 0m r m t× ×× ×× ×× ×= = ⇒ ∃ ≡ = ⇒= = ⇒ ∃ ≡ = ⇒= = ⇒ ∃ ≡ = ⇒= = ⇒ ∃ ≡ = ⇒
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Podprzestrzenie macierzowePodprzestrzenie macierzowe
Definicja: Jądrem odwzorowania f : �n → �

m nazywamy zbiór (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}x | x 0f f= == == == =�
����� �� �� �� �

Twierdzenie: �( f ) jest podprzestrzenią �
n.

D: (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))1 2 1 2 1 2 1 2A1 : x ,x x + x x x x + xf f f f f∈ ⇒ = + = ⇒ ∈∈ ⇒ = + = ⇒ ∈∈ ⇒ = + = ⇒ ∈∈ ⇒ = + = ⇒ ∈0
����� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �

N N

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))  M1 : x x x xf i f f f∈ α∈ ⇒ α = α = ⇒ α ∈∈ α∈ ⇒ α = α = ⇒ α ∈∈ α∈ ⇒ α = α = ⇒ α ∈∈ α∈ ⇒ α = α = ⇒ α ∈0�
����� � � �� � � �� � � �� � � �

N N

Definicja: Przestrzenią zerową (jądrem) macierzy Amân nazywamy zbiór

(((( )))) {{{{ }}}}1A x | Ax 0 n
n××××= = ⊆= = ⊆= = ⊆= = ⊆ �

����� �� �� �� �

N

Definicja: Lewostronną przestrzenią zerową (lewostronnym jądrem) macierzy Amân

nazywamy zbiór (((( )))) {{{{ }}}}T T
1A y | yA 0 m

m××××= = ⊆= = ⊆= = ⊆= = ⊆ �
����� �� �� �� �

N

Przykład: Znajdź zbiór napinający przestrzeńN(A) gdzie A =     
    
    
1 2 3

2 4 6

AE
R R−−−−     → =→ =→ =→ =    

    

2 12 1 2 3

0 0 0 1 2h h
x x x
x x x x x x
x x

− − − −− − − −− − − −− − − −                            
                            ⇒ = = + ≡ +⇒ = = + ≡ +⇒ = = + ≡ +⇒ = = + ≡ +
                            

                        

1 2 3

2 2 2 3 2 3

3 3

2 3 2 3

1 0

0 1

� �� �� �� �

Poszukiwany zbiór to ogólne rozwiązanie równania Ax = 0
����

A więc (((( )))) (((( ))))1A = h ,hspan 2�
� �� �� �� �
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Wniosek: Aby znaleźć zbiór napinający przestrzeńN(A) gdzie rz(Amân) = r należy zredu-

kować A do postaci schodkowej U, a następnie rozwiązać równanie              wyrażając 

zmienne podstawowe przez zmienne wolne i znajdując w ten sposób ogólne rozwiązanie 

równania               w postaci

Podprzestrzenie macierzowePodprzestrzenie macierzowe

Ax = 0
����

Ux = 0
����

x = h h ... h
n rf f f n rx x x
−−−− −−−−+ + ++ + ++ + ++ + +

1 21 2

� � �� � �� � �� � �����

Zbiór wektorów                                       napina przestrzeń i jest niezależny od postaci 

schodkowej macierzy U.

{{{{ }}}}= h ,h , ...,hn r−−−−1 2�
� � �� � �� � �� � �

Twierdzenie: Jeśli rz(Amân) = r oraz PA = U, gdzie P jest macierzą nieosobliwą, a U jest

macierzą w postaci schodkowej, wtedy ostatnie m-r wierszy macierzy P napina lewo-

stronną przestrzeń zerową macierzy A. Tzn. jeśli                  gdzie P
2
ma wymiar (m-r)âm

wtedy

(((( ))))1

2

PP = P
(((( )))) (((( ))))T TA P==== 2N R
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Norma euklidesowa wektoraNorma euklidesowa wektora
Definicja: Normą (euklidesową) wektora         nazywamy liczbę:

gdy

/

T 1x x x x
n

n
i

i

x ××××

====

    
= = ∈= = ∈= = ∈= = ∈    
    
∑∑∑∑

1 2

2

1

�
� � � �� � � �� � � �� � � �

1xn××××

����

gdy

/

† 1x x x x
n

n
i

i

x ××××

====

    
= = ∈= = ∈= = ∈= = ∈    
    
∑∑∑∑

1 2

2

1

�
� � � �� � � �� � � �� � � �

Twierdzenie (nierówność Cauchy-Bunyatovskii-Schwarz (CBS): Dla dowolnych wektorów       

spełniony jest warunek

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( ))))

† * † † †

† † †
† †

x y x y x y x x y y x y y x y

y x x y y x y x x y
y y y x =

x x

≤ α − = α − α − = α α − − α − = − α − =≤ α − = α − α − = α α − − α − = − α − =≤ α − = α − α − = α α − − α − = − α − =≤ α − = α − α − = α α − − α − = − α − =

−−−− −−−−
= − α == − α == − α == − α =

� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � � � � � �� � � �� � � �� � � �

� � � �� � � �� � � �� � � �

� �� �� �� �

2

22 2 2 2

2 2

0

Dowód: Niech 

x,y n∈∈∈∈
� �� �� �� �

� †x y x y≤≤≤≤
� � � �� � � �� � � �� � � �

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy                dla            .y = xαααα
� �� �� �� � † †x y / x xα =α =α =α =

� � � �� � � �� � � �� � � �

† †

†

x y x y
x x x

α = =α = =α = =α = =
� � � �� � � �� � � �� � � �

� �� �� �� � ���� 2

†
x

x y x y
<<<<
⇒ ≤⇒ ≤⇒ ≤⇒ ≤
����

� � � �� � � �� � � �� � � �

2
0

Definicja: Iloczynem skalarnym (standardowym) w przestrzeniach �n i Cn nazywamy 

odpowiednio:
orazT † *x y = x y =

n n

i i i i
i i

x y x y
= == == == =

∈ ∈∈ ∈∈ ∈∈ ∈∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
1 1

� �
� � � �� � � �� � � �� � � �



M. PrzybycieM. Przybycieńń Matematyczne Metody Fizyki IMatematyczne Metody Fizyki I WykWykłład 12ad 12--77

NierNieróównownośćść trtróójkjkąątata
Twierdzenie (nierówność trójkąta): Dla dowolnych wektorów                  zachodzi:x,y n∈∈∈∈

� �� �� �� �

�

x + y x y≤ +≤ +≤ +≤ +
� � � �� � � �� � � �� � � �

Dowód: (((( )))) (((( ))))† † † † † † †x + y x + y x + y x x + x y + y x + y y = x + x y + y x + y= == == == =
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2 2 2

(((( )))) (((( ))))† † † † † †*
x y + y x = x y + x y Re x y x y x y= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤
� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �

2 2 2

(((( ))))x + y x + 2 x y + y x y≤ = +≤ = +≤ = +≤ = +
� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � 22 2 2

(((( ))))
x x y + y x y + y x y x y

y x y x x y + x x y x y

= − ≤ − ⇒ − ≤ −= − ≤ − ⇒ − ≤ −= − ≤ − ⇒ − ≤ −= − ≤ − ⇒ − ≤ −

= − − ≤ − ⇒ − − ≤ −= − − ≤ − ⇒ − − ≤ −= − − ≤ − ⇒ − − ≤ −= − − ≤ − ⇒ − − ≤ −

� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � x y x y

⇒ − ≤ −⇒ − ≤ −⇒ − ≤ −⇒ − ≤ −



� � � �� � � �� � � �� � � �

Z nierówności trójkąta wynika dolne ograniczenie na normę różnicy wektorów: 

Nierówność trójkąta można rozszerzyć na dowolną liczbę wektorów: x x
n n

i i
i i= == == == =

≤≤≤≤∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
1 1

� �� �� �� �

Nierówność trójkąta spełniona jest także dla liczb (rzeczywistych lub zespolonych):

n n

i i
i i= == == == =

α ≤ αα ≤ αα ≤ αα ≤ α∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
1 1
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pp--normanorma
Definicja: p-normą wektora              gdzie p r 1 nazywamyx n∈∈∈∈

����

�
/

x
pn

p
p i

i

x
====

    
====     
    
∑∑∑∑

����

1

1

Własności:

� x x = 0 x = 0p p≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔
����� � �� � �� � �� � �

oraz0

� x x ppα = α α∈α = α α∈α = α α∈α = α α∈
� �� �� �� �

dla każdego �

� x + y x + ypp p
≤≤≤≤

� � � �� � � �� � � �� � � �

�
†x y x yp q p q

≤ + =≤ + =≤ + =≤ + =
� � � �� � � �� � � �� � � �

gdzie
1 1

1

p-normy stosowane w praktyce:

/

x
n

i
i

x
====

    
====     
    
∑∑∑∑

����

1 2

2

2

1

�x
n

i
i

x
====

====∑∑∑∑
����

1

1

�

/

x lim x lim max
pn

p
p i i

p p i
i
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→ →→ →→ →→ →

====

    
= = == = == = == = =    

    
∑∑∑∑

� �� �� �� �

1

•
• •

1

�

Przykład: Niech                                wtedy(((( ))))x = 3,4 3 ,1i−−−−
����

x ====
����

1 9 x ====
����

2 35 x ====
����

• 5

S1 S2 S
•

Widać, że w �3333 zachodzi x x x≥ ≥≥ ≥≥ ≥≥ ≥
� � �� � �� � �� � �

1 2 •

Przykład: Czym są w w przestrzeni �3 tzw. p-sfery dla p = 1, 2, • ?{{{{ }}}}x | x pp = == == == =
� �� �� �� �

 1�
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PojPojęęcie normy w przestrzeni wektorowejcie normy w przestrzeni wektorowej

Ax A x A x A x Ax A xF Fi i
i i

• •• •• •• •= ≤ = ⇒ ≤= ≤ = ⇒ ≤= ≤ = ⇒ ≤= ≤ = ⇒ ≤∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 22

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

Jaki warunek powinna spełniać ogólna norma iloczynu macierzy?

Definicja: Normą określoną na rzeczywistej lub zespolonej przestrzeni wektorowej V

nazywamy funkcję odwzorowującą V w �, która spełnia następujące warunki:

�

�

�

orazx x = 0 x = 0≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔0
����� � �� � �� � �� � �

dla każdegox xα = α α∈α = α α∈α = α α∈α = α α∈�
� �� �� �� �

x + y x + y≤≤≤≤
� � � �� � � �� � � �� � � �

∗∗∗∗

A m n××××∈∈∈∈�

(((( ))))†

,

A A A Tr A AF ij i j
i j i j

a • •• •• •• •= = = == = = == = = == = = =∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑2 2 2 2

2 2

Definicja: Normą (Frobeniusa) macierzy                    nazywamy liczbę określoną przez: 

[[[[ ]]]]AB AB AB A B A B A BF F F F Fj j j j
j j j j

•••• • • •• • •• • •• • •= = ≤ = == = ≤ = == = ≤ = == = ≤ = =∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑
22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

AB A BF F F⇒ ≤⇒ ≤⇒ ≤⇒ ≤

Mówimy, że normy: Frobeniusa macierzy         i euklidesowa wektora          są zgodne.∗∗∗∗ 2F∗∗∗∗
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Norma macierzyNorma macierzy
Definicja: Normą macierzy nazywamy funkcję odwzorowującą zbiór wszystkich ma-

cierzy zespolonych (o skończonych wymiarach) w �, która spełnia następujące warunki:

�

�

�orazA A = 0 A = 0≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔0

dla każdegoA Aα = α α∈α = α α∈α = α α∈α = α α∈�

A + B A + B≤≤≤≤

∗∗∗∗

AB A B≤≤≤≤�

Każda norma zdefiniowana dla wektora z � 
p, p = m, n indukuje odpowiednią normę

macierzy z � 
mân

dla
x

A max Ax A ,xm n n× ×× ×× ×× ×

====
= ∈ ∈= ∈ ∈= ∈ ∈= ∈ ∈ 1

1
� �

����

� �� �� �� �

� orazA A = 0 A = 0≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔≥ ⇔0

� A max Ax max Ax Aα = α = α = αα = α = α = αα = α = α = αα = α = α = α
� �� �� �� �

� (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( ))))

A + B max A + B x max Ax + Bx max Ax + Bx

max Ax + max Bx A B

= = ≤ ≤= = ≤ ≤= = ≤ ≤= = ≤ ≤

≤ = +≤ = +≤ = +≤ = +

� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �

� �� �� �� �

� (((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

x x x

x x y x

A BxAB max AB x max A Bx max Bx
Bx

A Bxmax max Bx max Ay max Bx A B
Bx

= = == = == = == = =

= = = == = = == = = == = = =

    
= = ≤ ≤= = ≤ ≤= = ≤ ≤= = ≤ ≤    

    

    
≤ = =≤ = =≤ = =≤ = =    

    

1 1 1

1 1 1 1

� � �� � �� � �� � �

� � � �� � � �� � � �� � � �

����
� � �� � �� � �� � �

����

����
� � �� � �� � �� � �

����
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Normy indukowane macierzyNormy indukowane macierzy
� 1111-norma (największa suma modułów 

elementów kolumn)

(((( ))))
(((( )))) (((( ))))

,

Ax A x

max max

i ij j ij j j ij
i i j i j j i

j ij ij
j j

j i i

a x a x x a

x a a

••••= = ≤ = ≤= = ≤ = ≤= = ≤ = ≤= = ≤ = ≤

≤ =≤ =≤ =≤ =

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑

1

� �� �� �� �

(((( ))))
x

A max Ax max ij
j

i

a
====

= == == == = ∑∑∑∑
1

1 1
1

����

����

Niech         będzie kolumną o największej sumie modułów elementów. Wybierając   

dostajemy                                            .  A więc zachodzi równość. 

A k••••

x = ek

�������� Ae A maxk k j iji
a••••= == == == = ∑∑∑∑1 1

����

� •-norma (największa spośród sum modułów elementów wierszy)

(((( ))))
x

A max Ax max ij
i

j

a
====

= == == == = ∑∑∑∑
•

• •
1

����

����

Ax max max maxij j ij j ij
i i i

j j j

a x a x a= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑•

����

Niech         będzie wierszem o największej sumie modułów elementów.A k••••

  dla  
dla  

A x

A x max
i ij j ijkj j j

j
kj k kj i ijj j

a x aa
x a a a

••••

••••

 = ≤= ≤= ≤= ≤≥≥≥≥ = ⇒= ⇒= ⇒= ⇒    − <− <− <− < = == == == = 

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑

1 0

1 0

����

����



M. PrzybycieM. Przybycieńń Matematyczne Metody Fizyki IMatematyczne Metody Fizyki I WykWykłład 12ad 12--1212

Normy indukowane macierzyNormy indukowane macierzy

Jeśli A jest macierzą nieosobliwą, wówczas mamy

Przykład: Znajdź normy indukowane                                         macierzy oraz A , A A1 2 •

1A =
3

−−−−    
    
    

3 1

0 8

A .= += += += +1

1 8
2 21

3 3
���� A .====•

4
2 31

3
����

(((( )))) (((( )))) oraz†
min maxdet A A I

− λ −− λ −− λ −− λ −
− λ = = − λ − ⇒ λ = λ =− λ = = − λ − ⇒ λ = λ =− λ = = − λ − ⇒ λ = λ =− λ = = − λ − ⇒ λ = λ =

− − λ− − λ− − λ− − λ
23 1

3 1 2 4
1 3

maxA = λ == λ == λ == λ =2 2

(((( ))))TA Tr A A .F = == == == = 6 2 45����

� 2222-norma (tzw. norma spektralna, indukowana przez normę euklidesową)

(((( )))) max
x

A max Ax
====

= = λ= = λ= = λ= = λ
2

2 2
1

����

����

(((( ))))
-1

minx

A
min Ax

====

= == == == =
λλλλ

2

2

2
1

1 1

����

����

to odpowiednio największa i najmniejsza wartość własna macierzy A†A.max min,λ λλ λλ λλ λ

Uwaga: Uwaga dla macierzy kwadratowych 

stopnia n zachodzi                           gdzie αααα to

element (i,j) macierzy:

A Ai j= α= α= α= α

*
*

*
*

n n n
n n

n n n
n n n

    
    
    
    
    
    

1

1 F2 •

1
2

F
•


