dLy”™

fity




Podprzestrzenie macierzowe

Twierdzenie: Dla dwoch macierzy A i B o tych samych wymiarach zachodzi:

wiersz

a) R(AT)=R(B") A ~ B b) R(A)=R(B) < ASH

Dowod:

wiersz
a) A ~ B = istnieje Ptakaze PA=B
2T=y" Pt
aeR(A") © F3y: 3 =V A=VP'PA <o d=7Bo acR(B)
wiersz

R(AT)=R(B") & span(A.,A,.,...A,.)=span(B,,,B,.,...B,.) & A ~ B

b) dowod przebiega analogicznie jak w (a) zastepujac odpowiednio A, B przez AT, B'.
Przyktad: Czy nastepujace zbiory wektorow napinaja ta sama podprzestrzen R":

A={(1223) (2413) (3614)} B={(0,01,1) (1234)'}
Konstruujemy macierze A i B, ktorych wierszami sa wektory ze zbiorow A i B:

1223 1201
A=|2413|>]0011]|=E, B=G’g;i)—>(zgfﬂ=58
361 4 0000

span(A) = span(B) poniewaz niezerowe wiersze w macierzach E, i E; sg takie same.
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Podprzestirzenie macierzowe

Twierdzenie: Niech A bedzie macierzg o wymiarach mxn, a U dowolhg macierza w pos-
taci schodkowej otrzymang z macierzy A:

(a) niezerowe wiersze macierzy U napinaja przestrzen wierszowa R(A"),

(b) kolumny podstawowe w macierzy A napinajg przestrzen kolumnowag R(A).
wiersz

D:a) A ~ U= R(AT)=R(U")

b) Niech b, b,, ..., b, oraz n;, n,, ..., N, 0znaczaja odpowiednio podstawowe i niepodsta-
wowe kolumny macierzy A. Macierz Q, niech bedzie macierza permutacji przesta-
wiajaca kolumny podstawowe na lewg strone, tak ze AQ, = (B N )

1~ mxr mxt

Kolumny niepodstawowe sg liniowymi kombinacjami kolumn podstawowych i moga

by¢ wyzerowane za pomoca operacji elementarnych na kolumnach macierzy AQ :
kol

AQ1Q2=(Bmxr met)Q2=(B O) = 10=Q0Q,:AQ =(B O) = A~ (B O)
Przyktad: Znajdz zbiory napinajace przestrzenie R(A) i R(A"), jesli:

((1) (0)
1223 1) (2 51 1o
A=[2413 R(A)=spani|2],| 1 R(AT)=spans| | | [}
0|1

361 4 3) 11
1) \1)
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Podprzestrzenie macierzowe

Definicja: Jadrem odwzorowania f : R" — R™ nazywamy zbiér N ()= {)"( | f (%)= f)}

Twierdzenie: NV( f) jest podprzestrzenig R".
D: (AD): X, X, e N(f) = f(X+%,)=F(X)+f(X)=0 = X +X,e N(f)
(M1): xeN(fliaeR = f(aX)=af X)=0 = aXe N (f)

Definicja: Przestrzenig zerowq (jgdrem) macierzy A

mxn NAZywamy zbior

N (A)={%,.| AX =0} c R"
Definicja: Lewostronng przestrzenig zerowa (lewostronnym jgdrem) macierzy A

mxn

hazywamy zbior N(AT) = {mel |JAT = 6} cR"
Przyktad: Znajdz zbi6r napinajacy przestrzen M(A) gdzie A = (; i 2)
Poszukiwany zbior to ogdlne rozwigzanie rownania AX =0
- X, —2X, — 3%, -2 -3
e (1 23 o e
> (g0 0l=E = |%|= X, =X,| 1 [+%X| 0 |=x,h,+x5h,
X, Xs 0 1

A wiec N (A)= Span(ﬁl, ﬁz)
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Podprzestirzenie macierzowe

Whiosek: Aby znalez¢ zbiér napinajacy przestrzen AM(A) gdzie rz(A,..) = I nalezy zredu-

kowaé A do postaci schodkowej U, a nastepnie rozwigza¢ réwnanie UX = 0 wyrazajac
zmienne podstawowe przez zmienne wolne i znajdujac w ten sposob ogolne rozwiazanie
rownania AX =0 w postaci X = xflﬁl + xfzﬁ2 +o+ X h,_,

Zbior wektorow H = {hl B o VR hn_r} napina przestrzen i jest niezalezny od postaci
schodkowej macierzy U.

Twierdzenie: Jesli rz(A,.,) = I oraz PA = U, gdzie P jest macierza nieosobliwa, a U jest

macierza w postaci schodkowej, wtedy ostatnie M—r wierszy macierzy P napina lewo-

stronng przestrzen zerowag macierzy A. Tzn. jesli P =(%) gdzie P, ma wymiar (m-r)xm
wtedy A (AT)=R(P))
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Norma euklidesowa wektora

Definicja: Normg (euklidesowg) wektora X, hazywamy liczbe:
n 1/2 q 1/2

||x||:[zxfj _ XX gdy ReR™ ||x||=[z\xi\2j _ XX gdy xeC™
i=1 i=1

Definicja: lloczynem skalarnym (standardowym) w przestrzeniach R" i C" nazywamy

odpowiednio: i LI
P Xy=Y xy eR oraz X§=Y Xy eC
i=1 i=1

Twierdzenie (nierownosc Cauchy-Bunyatovskii-Schwarz (CBS): Dla dowolnych wektorow
X,y € C" spetniony jest warunek ‘)»(Ty‘ < ”5»(” ||§7||

przy czym rownosc¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy ¥ = aX dla o = )"(T)"/ [ XX,
ot ot

Xy _ XYy

X% %I

0<ax-7[" = (ax-9) (ax-7) =« (6X-9) - (X ~¥) =" (X~ ¥) =
[y I%I ( V)(v'%) _ 9 IRE =[xy o<k ’

IxIP I
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Dowod: Niech o =

=y'y—ay'% = X'y <Ixl |y]




Nierownosc¢ trojkata

Twierdzenie (nieréwnosé trojkata): Dla dowolnych wektorow X,y € C" zachodzi:

%+ | <l%l+]9]

— —»T—»

Dowsd: [+ =(X+y) (X +¥) = X'x+Xy +y%+y'y =" +x'y +y%+[3|]
X'y +y'% =x'y +(7<*y) =2Re(x'y) < 2[x¥ < 2[H |9

%+ 91 < IR + 20 9] +[91" = (I5+ 51y

Nierownosc trojkata mozna rozszerzy¢ na dowolng liczbe wektorow:

ZX ZIIX |

Nierownosc trojkata spetniona jest takze dla liczb (rzeczywistych lub zespolonych)

n n

20| < oy

i=1 i=1

Z nierownosci trojkata wynika dolnle ogranic;enie na norme réznicy wektorow:

Xl =% -y +y||<[x-¥]+]y] = IX-|y]|<[x-y el e
X _Ilﬁ y ﬁll ||~ ﬁll ||~|| ﬁll || ﬁll #II s k- [l < k-]
9= %~y %] <%~ y[+IxI = ~(I%I-[¥]) <%~
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Wiasnosci: Z

i=1

Definicja: p-norma wektoraX € C" gdzie p = 1 nazywamy I ( n ‘ ‘pjllp

« [Xl,>0 oraz [%],=0=%=0

o Jlaxll, =lallxl, dlakazdego ocC
« [x+yl, <Il, +[y],

« [x'y|<I%l,|], gdzie lp+%=1

1/2
p-normy stosowane w praktyce: = %l = Zn:|xi| o %1, = (i|xi |2]
n 1/p i=1 i1
= IRl =tim [, =|gTw(§|xi|pj =max [x

Przyktad: Niech X =(3,4- 3,) wtedy [Xl,=9 [xl,=v35 I[%l.=5
Przyktad: Czym sa w w przestrzeni R> tzw. p-sfery S, = {)“( |I%, = 1} dap=1,2 00?
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Pojecie normy w: przestrzeni wekiorowe)

Definicja: Norma okreslona na rzeczywistej lub zespolonej przestrzeni wektorowej V

hazywamy funkcje | odwzorowujaca V w R, ktora spetnia nastepujace warunki:
« [%1>0 oraz [Xl=0< %x=0

s |ox|=lallx| dla kazdego aeC

« [+ ] <Ixll+[y]

Definicja: Norma (Frobeniusa) macierzy A € C nazywamy liczbe okreslong przez:

Al = [a,f =S IA L= |A. [ =Tr @A)
] i i
Jaki warunek powinna spetnia¢ ogolna norma iloczynu macierzy?
IARl =X A xf <Y ALkE =lalkE = Al <Ih ko,

|
Mowimy, ze normy: Frobeniusa macierzy ||*||F i euklidesowa wektora ||*||2 sg zgodne.

Ineli =SBl [, = T jae. [ < T E B[ =SB =R B

mxn

= [|AB|: <Al Bl
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Norma macierzy

Definicja: Normg macierzy hazywamy funkcje || odwzorowujaca zbior wszystkich ma-

cierzy zespolonych (o skonczonych wymiarach) w R, ktora spetnia nastepujace warunki:
IAl>0 oraz |Al=0=A=0 = [a+Bl<]Al+[Bl
laAl = |alllAll dla kazdego o e C = |aBl <Al B

Kazda norma zdefiniowana dla wektora z CP, p = m, n indukuje odpowiednig norme

e Al = rﬂaxHAxH dla AeC™ %X eC™

= [|[Al>0 oraz [Alz0<= A=0

s [laAl =max/aAx] = laimax|Al =lal [All

= |A+Bl=max(l(A+B)x]) = max(|Ax + Bxll) < max (I Axl +IBxl) <
< max([|Axll) + max(|Bxl) = | Al + Bl

I8l - max(1(AB)%) - maX(||A(Bx)||)<Tlﬁx(wn82llj <

macierzy z C

< max (”Ail(BXl_l')”j ma x(| BX|) = max(|| Ay||) max(|| BX) =1l Al I8l
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Normy indukowane macierzy.

= 1-norma (najwieksza suma modutéw IAll, = max(||AX||1) maxZ‘a, ‘
elementow kolumn) |
Zaij X;
j

||A>”<||1=Z|Ai.>?|=zi: s;lajllxj|=;(lxj|Zl%l)—
S(Zj:|xj|)(mjaxzi:|aij|) = mjaxzi:|ai,-|

Niech A,, bedzie kolumng o najwiekszej sumie modutéw elementow. Wybierajac
X = @ dostajemy ||Aék ||1 = ||A,k ||1 =max, Zi |aij | A wiec zachodzi rownos¢.

=  oo-norma (najwieksza sposrod sum modutow elementow wierszy)
IAl., = max( A, ) = maxZ‘a,J‘

IRl =
< miaxZ|aij||xj|s miaxZ|aij|
J J
Niech A,, bedzie wierszem o najwiekszej sumie modutéw elementow.

X, :{ 1 dia akj >0 {|A X| ‘Z alj j‘ Z |a11|
J

1 dla a, <0 AL =Y |ak,|—max > |al
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|AR].. =max Zj:aj ;




Normy indukowane macierzy.

= 2-norma (tzw. norma spektralna, indukowana przez norme euklidesowq)

IAll, = mlan(IIA)“(IIz) = A max

Jesli A jest macierza nieosobliwa, wéwczas mamy ||A L], =

11
min (IAx1) A,

A max» M min to odpowiednio najwieksza i najmniejsza wartosé wtasna macierzy ATA.

3 -1
All, oraz |Al. macierz A:i

Przyklad: Znajdz normy indukowane ||A

1>

=18 201 al=to23t Ak =TT A A)=6=245
J3 3 J3
" 3-A -1 2

det(A"A-21) =" 3_3|=G-M) -1 = Ay =2 oraz A, =4

||A||2= kmaxzz 1 2 o F

Uwaga: Uwaga dla macierzy kwad h Lm0 Vi

waga: Uwaga dla macierzy kwadratowyc A N =

stopnia n zachodzi [|Al; = allAl; gdzie ato wln Jn * ¥n

element (i,j) macierzy: F Wnvnin * )
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