dLy”™

fity




Pochodna kierunkowa i gradient

Rownania parametryczne prostej przechodgcej przez punkt P, (X,,Y,) i skierowanej

wzdtuz jednostkowego wektorad = (U,,U,)  mppostas:
X=Xy + Y Y=Y, + U,
Obliczamy pochodng kierunkowag
(4), - %) 22wl w-(3] 42
ds/op Oxlp ds  dy|, ds oxlg ' Oy|, © |Oxl, Oy

Przyktad: Oblicz pochodna funkeji f (X, y) = x€’+ cogxy) ,

P

]]-(ulf+u2])s(Vf ), -0

Math
Player

Math
Player

Math
Player

w kierunku wektora V =31 —4 | w punkcie F(2,0) Vim i
GV _37_4: )
v 5 5
of | ~ of| = I
Vi, =— I+ |=
P OXlp,  OY . |
~ A~ A - ! L s x
=(ey—ysinxy)P i+(xey—xsinxy)P j=1+2] 0 wt)) I
3. 4. _—N\
df - ~ 2 R 4?) gL v=35t—3)
il —(Vf) -l= 2i)2i-2jl=-1 1
(S ). =), a=(e2D)-(3i-4] T
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Definicja: Gradientem funkcji skalarnej f (X, y,z) w punkcie B, nazywamy wektor:

of ~ of ~ of
Vi =i+ j+Zk
x oyl taz
gdzie pochodne czastkowe funkcji f obliczone sa w punkcie F’0 .
Wiasnosci: D, f = (Vf ) = |Vf |COS(9 Gradient jako operator
= funkcja f rosnie najszybciej w kierunku VT V=i (’fx + jA gy + IE%
= funkcja T rosnie najszybciej w kierunku —Vf

= funkcja f nie zmienia sie w kazdym Kierunku
prostopadiym do Vf # 0

Przyktad: Znajdz kierunki w punkcie (1,1) w ktorych funkcja
f(x,y)=x*12+y*/2
najszybciej rosnie, maleje oraz w ktorych nie zmienia sie.

e |

1

~a . 1~ 1 = | 'M:7\
Max wzrost: (Vf )(1 ) (XI + V] )(1,1) =1+] = U =—2| +$1 1/ Vi, 1): - y
najszybszy / zmian
. N 1 ~ 1 ~ - 1 ~ 1 ~ / spadek |
Brak zmian: n=- 5 | + \/5 ] oraz -n= \/EI —\/5 J % aisaybszy warost Vf=i+t]
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Gradient - przykiady

Przyktad: Na mapach topograficznych strumienie ptyng w kierunkach prostopadtych do
poziomic. f(x,y)="f (X Yo)

Niech f(x(t),y(t))=c dla 7(t)=x(t)i+y(t)]

of dx of dy (of - ﬂ’.‘ (d_x" ﬂ?)_
Wm+wm_@ﬂ+w0 ! )=

Vf(xo, yO)

dr
Vi i 0  awiec wektor Vf jest prostopadty do krzywe;. Math
Player
Przyktad: Rownanie stycznej do elipsy. ;)f
2 VF(=2,1) = —i + 2j x—2y=-4
XT+ y' =2 P (=2.1) ! : /
2
Wektor prostopadty do elipsy V2 L +y2=2
~ ~ ~ ~ 1
Vi, =(1i+2yj) =—i +2] (-2, 1)
0 2 (-2.1) l I I > X

|
o . 2 -1 0 1 2 /Jons
Rownanie stycznej

(F-F,)-Ai=0 = x-2y=—4
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Gradient - przykiady

Uwaga: W przestrzeni R> réwnania ptaszczyzny stycznej do powierzchni f (X,y,z)=c
y

w punkcie B, (X,, Y,,Z,) oraz prostej do niej prostopadtej maja odpowiednio posta¢:
(Vi) (T-T)=0 oraz 7(t)=T,+(Vf),

Przyktad: Znajdz ptaszczyzne styczna do dane powierzchni w punkcie P, (1,-1,2)

t

f(x,y,2)=2x2"-3xy—4x=17
Znajdujemy wektor prostopadty do dane powierzchni w punkcie P,
(V), =[(222 -3y—4)T -3xj —axzk] =71 -3]+8k

Rownanie ptaszczyzny styczne ma wiec postac:

(VE), (=) = (71 =3] +8k)-[(x=D) + (y+1) [ +(z-2)k |=0 = 7x-3y+82=0
Twierdzenie: Dany jest wektor potozenia I. Wtedy Vr = oraz Vf (r) = r (df /dr)
Dowad: ' A

Vr=V(x*+y +7) =%i Tk

afﬂaff of ~ of or - éfar of or ~ of .
Vil =51 Yoy e ook Taroy taroz " ar !
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Catkalliniowa i'gradient;

Dla dowolnego pola wektorowego A(X,Y,z) , catka liniowa nazywamy catke postaci:

" A.df = j;r(Axdx + A, dy + Azdz) dr = idx + jdy+ kdz

a,I

b
Przyktad: Praca wykonana przez site: W,__,, = F.dr

a,I
W ogolnosci wartosc catki zalezy od konkretnej drogi pomiedzy punktami ai b.
Catka liniowa nie zalezy od drogi jedynie w przypadku gdy istnieje funkcja skalarna ¥
taka, ze A= Ve . Wtedy mamy
b o - b - b 690 690 690 b
J‘a,l“ A-dr = J‘a’FV()o- dr = .[a (a—xdx +Edy+5d2) = Ja d()O = ()O(b) — ()O(a)

Pole ktore posiada powyzsza wlasnos¢ nazywamy polem zachowawczym. W szczegol-

nosci dla pol zachowawczych catka po dowolnej krzywej zamknietej jest rowna zero:
Math

(ﬁVSO dr =0 Player

Stuszne jest rowniez twierdzenie odwrotne, tzn. jesli (I)A- =0 ,to pole A jest polem
Vo
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zachowawczym oraz istnieje funkcja skalarna ¢ taka ze A=




Catkilliniowe - przyktady

Przyktad: Praca wykonana przez site F =6xyi +(3x> -3y?) ] wzdtuz krzywej y = X* — X

pomiedzy punktami (0,0) i (2,2).
- I F.dr =_[(6xyiA+(3x2 ~3y?) f)-dF - I[ﬁxy dx +(3x> —3y2)dy]
r

r r

Metoda I: Zmiana zmiennych y=x*—-x = dy=(2x-1)dx
2

W =_[[6xy dx +(3x* —?)yz)dy]=_[{6x(x2 —x)+[3x2 ~3(x2 —X)z](ZX—l)} dx =

0

2
= I(—ﬁxs +15x* —6x%)dx =16
0

Metoda II: Krzywa opisana jest przez wektor potozenia T (t) =i +(t2-t) J

F(x,y,2)-df =F (x(t),y(t),z(1))- —dt

_[F o=
r

{6t(t _t)+[3t-3(2 —1)* | (2t - 1)}dt

Q'-_’N

1eV=1602-10"J = 16 J3=998-10"° Ge\
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Pola zachowawcze

Twierdzenie: Pole F = F. (X, Y, Z) i+ Fy(x,y,z) j+ FZ(X ,y,z)lz jest zachowawcze

wtedy i tylko wtedy gdy spetnione sq warunki
oF, OF, oF, OF, oF, oF,

oy o0z 0z  OX oX oy
Dowod: Jesli pole jest zachowawcze to istnieje funkcja (potencjat) ¢ taka, ze

F=Fi+F,j+F k=007, 007, 00p

ax oy 0z

o OF, 0 (09)\_0¢ d¢ _0(d9)_0F,
w takim razie mamy np.: oy  oy\ oz 6y82 626y oz\ oy 82
Przyktad: Znajdziemy potencjat dla pola F =6xyi +(3x —~3y? )j
Pole jest zachowawcze poniewaz spetniony jest warunek: % =6X = GaFyx

opr Op o 2 2\ _ g
V(p—axl+ayj =6xyi +3(x*—y*)j=F
a¢_6xy =  e=3xXy+f(y)
OX
g_";=3x2+d_y=3x2—3y2 =  e=3X’y-y +k W =¢(2,2)-¢(0,0)=16
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