dLy”™
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Dywergenc|ja

Definicja: Dywergencjg nazywamy dziatanie operatora V na pole wektorowe A(x, Y, z)
poprzez iloczyn skalarny:

iv A A—li o A ~ OA
d'VAEV°A=(I 0 Ja+ka)(AXI+AyJ+Azk)=aAX+ e

oXx "oy 0z oXx oy o0z

Przyktiad:
- o ~ 0 o, "a. . A ~ OX ay 0Z
V.= (8x+lay+kaz) (Xl+yj+Zk) ax+ay p =3
s VoA (=T 21§ 2 k) (xf ()7 +yf (1) ]+ (NK)=

ox oy "oz
o il B (1)) of ot of _
_ax(xf(r))+ay(yf(r))+az(zf(r))_3f(r)+xax+yay+zaz_
B of or ofor _of or x>of y*of Zof
_3f(r)+xa ox Varoyt Zor az_3f(r)+ T Tt T e

of
_3f(r)+r5
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Strumien pola wekforowego

Rozwazamy przeptyw plynu. Jaka masa plynu przeptywa w jednostce czasu przez

jednostke powierzchni?

= Powierzchnia prostopadta do predkosci: AS!

Szybkosc przeplywu przez powierzchnie AS = pVAS

= Powierzchnia nachylona pod katem 6 do predkosci: / n
Szybkosc przeplywu przez powierzchnie AS = \ S -
!
= PVCOSHAS = pV - NAS )

= Dowolnha powierzchnia:
Szybkosc przeplywu przez powierzchnie S = HS pV-ndS

Definicja: Strumien pola wektorowego A przez powierzchnie S

nazywamy catke powierzchniowa ze sktadowej normalnej tego /4 /
pola do tej powierzchni:
Y= I I . A-nQdS
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Dywergencja - interpretacja
Rozwazmy pole predkosci ptynu na ptaszczyznie (x, y + Ay) Ay @+ Ax,y+Ay)

[ 9
F=F.(xy)i+F,(x,y)]

Obliczymy szybko$é wyptywu ptynu z obszaru przedsta- 2 Ay
wionego ha rysunku: A
Géra: F (X,y+Ay)-jAx=F, (X, y+Ay)Ax ) AX  (r+ Axy)

(

Dol: F(x,y) ( )Ax_—Fy(x y) AX
Prawo: F (Xx+ AX, y)-|Ay=F (X+ AX,y)Ay
Lewo: F(X,Yy)- (- )Ay=—FX(x y) Ay

strumien przez caly prostokat ~ oF, +8Fy
P yp at ~ x oy

Twierdzenie Gauss’a: Strumien pola wektorowego przez zamknieta powierzchnie S
jest rowny catce z dywergencji pola po objetosci ograniczonej ta powierzchnia:

§_ A ds=[[[ v-Aadv
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Twierdzenie Gaussa - przykiad

Przyktad: Sprawdzenie twierdzenia Gauss'a dla A= xi + Vj + Zk i objetosci ograniczo-

nej powierzchnia cylindra x> +y>* =4, 0<z<4.
Catka objetosciowa: Iﬂv V-AdV =|v-F=3|= 3”“‘\/ dV =48xr
Catka powierzchniowa:

@SA.ﬁ dS:j géra,&-ﬁ dS+:

bok

=Hg6ra(xiA+ y]+4l2)42 dS+.:'d6I(xiA+ ﬁ+0l2)-(—l2) dS+I A-i dS

Poniewaz powierzchnia boczna walca opisana jest przez so(X, y) = x* + y2 =4
. Vo _ 2xiA+2yJ? _ Xi + y]
Vol Jax>+ay 2
Xi + wA

([ A 65— ] (314 &) s <] s =32

cﬂ)gﬂ-ﬁ dS = 167 + O + 327 = 487
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Definicja: Rotacjg nazywamy dziatanie operatora V na pole wektorowe A(x, Y, z)

poprzez iloczyn wektorowy:

| j kK
|l a5 a| (oA AN (A, 0A): (0A, BA )~
OLASVXA=IoX By af(ay"azj“’(az"ax)”(ax"ayjk
A A A
Przyktad: R R R
K S
Cuxro2 22l cvo-| 22 2
X y z xf(r) yf(r) =z (r)

Przyktad: Znalez¢ rotacje i dywergencje pola wektorowego A= —yiA + Xj

| j Kk
A0 9 O|_s
VxA= x oy 62_2k
-y x 0

Math
Player

Ao (T2 472 kD) oy 4 +0K) =
V.A_(| 6x+16y+k62)( y|+x1+0k)—0
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Rotiacja - interpretacja

(x,y + Ay) Ax (x4 Ax,y + Ay)

Rozwazmy pole predkosci ptynu na ptaszczyznie

R R ® — 9
F=F.(x,y)i+F,(x,y)]
Obliczymy cyrkulacje ptynu wzdtuz brzegu obszaru Ay ‘l fAy
przedstawionego na rysunku: 4
Gora:  F(x, y+Ay) (1) ax=-F, (X, y+Ay)Ax @) Ar (4 Axy)

Dél: F(x,y)-iAx=F,(x,y)Ax
Prawo: F (X+AX,Y)- jAy =F , (X +AXx, y)Ay

- s /’
Lewo: F(x,y)-(—j)Ay=-F,(x,y)Ay Q

cyrkulacja wokol prostokata ~ ok, _9Fy AXA

C

Twierdzenie Stokes’a: Catka liniowa z pola wektorowego po zamknietej petli jest rowna
cafce powierzchniowej z rotacji tego pola po powierzchni ograniczonej tg petla:

(ﬁCA-dI":HS(VXA)-ﬁ dS Math

Player
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Twierdzenie Stokes‘a - przykiad

Przyktad: Sprawdzenie twierdzenia Stokes’a dla A=4vyi + xj + 27K dla petli danej przez
x* +y* =4 i powierzchni bedacej hemisferg opisang réwnaniem x* +y*> + 7" =4

—

Obliczamy: VxA=

Catka powierzchniowa:

=3[,k

Catka liniowa po okregu:
F=Xi + y], X=2c08 y=2sig

Rownanie okregu

dr
de

raR dr
@cA.dr=¢ drg

0A, OA, iA+(aAX_aAZj¢+ OA,
oy oz Fear vl L vl

f]. va-ﬁdS=—3jj K -AdS = |dxdy = K - AdS]| =

== _2sinf i +2cod I

- 'jz . Odxdy=-12xn
X“+y =4

de = j "(-16sin?0+4cog 0)do = —12x

1k——3k

Z

(0,0,b)| |

0<60<2r

A=4yi +xj +27Kk =8sin@ i +2cosh | +27K
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Rzut rownolegtobokuina ptaszczyzne

Twierdzenie: Pole powierzchni ortogonalnego rzutu rownolegtoboku okreslonego przez

wektory U i V na ptaszczyzne o jednostkowym wektorze normalnym P dane jest przez:
S, =|(Gx¥V)-p r
Dowod:

U=PP' +0'+QQ=0+PP' -QQ =0+

V=PP' +V+SS =V+PP'-SS =V +tp

|
gdzie Sit to pewne wartosci skalarne. w&\: pL
' |

Obliczamy iloczyn wektorowy i

UxV = (T +)x(V +1p) =0 xV +s(pxV')+t (' x ) R

Korzystajac z ortogonalngci wektoréow znajdujemy:
(GxV)-p=(UxV)-p  czyli |(@xV)- p=|(TxV)- P

Poniewaz p jest wektorem jednostkowym, wec prawa strona jest co do wartéci

rowna szukanemu polu powierzchniS,
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Wazne tozsamosci

2 2 [ Az 2 [ A2 2
D:VxV(p=a 0 0 (a(P a(P)_I_j(a(P_a(P)_I_k(a(p_a(pj:

ox oy 0z| \oyoz ozoy 0Z0X 0X0z OXoy 0Yyox
09 0¢ 0O¢
OoX oy 0z

" V.VxA=0 0 0

~

0
i ] k| |ox oy oz
~0 0 p0)|0 0 O 0 0 O
j) OX o0y 0z| |OXx 0oy 0z

P

oy

op Op Op| |0p Op O
oX oy 0z| |oX 0z

—

a
-(Axé)—VxA-é—Vxé-A
(VoxVi)=VxVe-Vi —VxVi-Vo=0
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