Wykiad 14



Zastosowania uktadow réwnan liniowych

Problem: Niech zbior danych bedzie reprezentowany przez n punktow na ptaszczyznie:

(X, ¥1) (%2, %) oo (X0 030)

Chcemy znalez¢ wielomian stopnia n—1.: p( X) = g+ a X+ g X + ...+ d_q X!

ktory przechodzi przez te punkty. Jesli wszystkie wspotrzedne X sq
rozne, wtedy istnieje doktadnie jeden wielomian stopnia n—1 lub
hizszego przechodzacy przez te punkty.

Jego wspotczynniki wyznaczamy z uktadu rownan:

B +ax +ax o+ g, =y

Qg+t aX taX tt X = Y

<

(@ + X% + &% ++ g, =y
Przykiad: Znajdz wielomian stopnia drugiego przechodzacy
przez punkty: (1,4), (2,0), (3,12).

p)=a + a+ a= 4

p(2) =g, +23 +4a = 0

p(3) =43, + 33 + 93 =12
Rozwiazujac uktad rownan znajdujemy wspotczynniki :

f_l'”, .Tnj

(3, 12)

pix) =24 — 28x + 8x2
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Dopasowanie linii proste;

Problem: Znajdz linie prosta, ktora jest najlepiej dopasowana do punktow

(L1, (22). (34).(34).56) | .
Jako miare dopasowania linii prostej do punktow wyznaczamy [y=12] \

T SN e

sume kwadratow odstepstw wartosci funkcji od punktow 1+ Gaefein)

doswiadczalnych: Ze B z( v — f(x )) _ 2
2+ °(2.2)

1+ (1. 1)

Znajdujemy odpowiednle biedy dla powyzszych dwoch prostych:
5

f(x)=05+x = Z(yi—f(xi))2=1_25 _1-
i=1

I | | I | |
1 f f 1 T —=X

s+ Model 1 (5.6)e
S 2 5
f(x)=12x = ;(yi - f(x)) =100 i
Definicja: Prosta regresji metody najmniejszych kwadratow dla 1 ,
zbioru punktow (xi Ry ), i =1,....n nazywamy funkcje N

f(X)=a0+a1x 4 =
ktora minimalizuje sume kwadratow btedow

Ze —Z(y— f(%))
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Twierdzenie: Dla modelu regresji liniowej Y = AX+ E wspotczynniki linii regresji metody
najmniejszych kwadratow dane sa przez
X=(ATA)'ATY
natomiast suma kwadratéw btedow przez E'E.

Metoda najmniejszych kwadratéw
Ogolnie mozemy napisac:
f(Xl) + I:Y1_ f(Xl):I = Gt+taX + §
f06) + [ ()] =a+ax + e

1:(Xn) + [yn_ 1:(Xn):l =gt X, + §
lub w postaci macierzowej Y = AX+E gdzie
1 Xl\

(&)
2

&)
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Przyktad: Znajdz prosta regresji metody najmniejszych kwadratow dla punktow

(1,1), (2,2), (3.4),(44).(56)

(1) 1 1)
2 1 2
Y=l4| A=|1 3| x:(iﬂ) = X=(ATA)'1ATY=(_(1)'§)
4 1 4 ! '
\6) d 3)
A wiec prosta regresji metody najmniejszych kwadratow ma y
postac: y=-02+1.2x

Natomiast suma kwadratow btedow wynosi:

E'E=(Y-AX) (Y -AX )=

(3.4)e Se(d, 1)

- =] Lad — LA =]
| | 1 | | 1
1 1 T 1 T

~(y=A(A™A)*A Y )TG( ABR)AY )=0s

| jest mniejsza od wyznaczonych wczesniej dla innych prostych.
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Najlepsze przyblizenie
Definicja: Jesli WV jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej YV oraz V€ V to najlepszym

przyblizeniem wektora V w WV jest wektor V, taki, ze dla kazdego wektora W € W
ré6znego od V, zachodzi ||\7— \70” < ||\7 — \Tv||

Twierdzenie: Jesli YV jest podprzestrzenia przestrzeni V z iloczynem skalarnym oraz
VeV woéwczas najlepszym przyblizeniem wektora V w W jest Proj, V.
Dowdd: Niech W e W oraz W # proj,, V

1.{]'

Al
=
|I.' r V_V0
' ‘
!

|
A

V= projwlv)

iy

V—W = (V- proj,, V)+( proj,, V- w)
c W eW
Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mamy:

— _k‘--‘_‘?

[v—wl* =[v— proj,, V| +| proj,, V- = |V~ proj,, || <lv-wl
Przykiad: Dane sg wektory U, = (1,2,—1)T , U, =(5,-2 ,1)T , v=(3.2 ,5)T
Znajdz najlepsze przyblizenie wektora V w przestrzeni YV = Spar’(Ul,Uz)

Projy, V=| = — U+ = U, = 2| -2 H PErpy VH - HV— proj, VH -z

J5

Wyktad 14-6
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Metoda najmniejszych kwadratéw

—

Rozwazamy ukiad rownan AX =D gdzie A _ i beR"

Poniewaz ukiad jest sprzeczny, wiec mozna zatozyé, ze b ¢ S = R (A)

mxn

Szukamy wektora X ktory minimalizuje wielkosé ||A7(—6|| b

Chcemy znalez¢ taki wektor AX € S kt6ryjesj hajblizszy wektorowi D. <
Wiemy, ze takim wektorem jest AX, = projsb s
Poniewaz wektor AX,— b = Projs b-b jest ortogonalny do S, wiec

| AX,~be R(A) =N(AT)
A to oznacza, ze:

AT(AX,-b)=0 = ATAX,-ATb =0 = X,=@ATA) AT
Metoda najmniejszych kwadratow sprowadza sie do rozwiazania uktadu N XN rownan
liniowych A’ AX = A'b . Te réwnania hazywane sa rownaniami normalnymi problemu
hajmniejszych kwadratow AX = b.

Uktad rownan normalnych nigdy nie jest sprzeczny, ale moze byc¢ nieoznaczony.
Uktad ten jest oznaczony gdy rzad macierzy A _ = wynosin.
Definicja: Jesli macierz A ., ma liniowo niezalezne kolumny, to macierza pseudo-

. . + . -1 T
odwrotna do macierzy A hazywamy macierz A o = (ATA) A
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Metoda najmniejszych kwadratéow

Przyktad: Korzystajac z metody najmniejszych kwadratow dopasuj wielomian
kwadratowy Y=g, + a X+ g X do hastepujacych danych:

--

populacja 4.5

(1 0 0) (4.5)

1 5 25 N 48

{110 00| _ . |53

A=11 15 225/ X{ZIJ’ =155

1 20 400 2 6.1

(1 25 625, 6.5
) 6 75 1375 \(a) (329 a, 45
ATAX=AD = | 75 1375 28125 || a |=| 447 | = x=|a |~|0.08
1375 28125 611875)\a,) |8435 a, 0

A wiec metoda najmniejszych kwadratow otrzymujemy zaleznosé liniowa Y = 4.5+ 0.08 X

Przewidywanie dla roku 2010: Y=4.5+0.08-30~6.9
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Wartosci osobliwe macierzy

Z dowolnej macierzy rzeczywistej A, mozna utworzyé macierz symetryczng A'A, a
wiec diagonalizowalna za pomoca ortogonalnej transformacji podobienstwa.
Wartosci wlasne macierzy ATA sg rzeczywiste i nieujemne:

112 _ - AT . . e AT oA - _ 12
0<|AV| =(AV)-(AV)=(AV) (AV)=V"TATAV =T W =) =2
Definicja: Wartosciami osobliwymi macierzy A .., hazywamy pierwiastki kwadratowe
wartosci wtasnych macierzy A'A, i oznaczamy przez ¢4, G,, ..., 6,, gdzie 6,20, 2 ... 20, .

Twierdzenie: Niech A,2 A, 2 ... 2 A, beda wartosciami wiasnymi symetrycznej macierzy
A, stowarzyszonejz forma kwadratowa f (X)=X" AX. Jesli [X/|=1to wéwczas:

@ A, > f(X)=A,

(b) max f (%) = A, iwystepuje dla X bedacego wektorem wiasnym do w. witasnej ;.
(¢) min f (X) = A, iwystepuje dla X bedacego wektorem wiasnym do w. wtasnej A,

D: (a) f (X)=X"AX=X"QQ'AQQ'X =y' Dy = [y|=\¥' ¥ =X QQ'X =X X
f(R)=X"AR=Y DY=Ay; + A, 3+ + A, ¥ <A (f + ¥+ ¥) =1,
(b) AG, =A,G, = f(d,)=0d;Ad,=d; Ma,=1(G7G,)=2,
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Rozktad wedtug wartosci osobliwych

Przyktad: Znajdz wartosci osobliwe macierzy A.
1 1

1 1
Acll ol o ATA:(l 1 0)1 0 =(2 1) :{GFJ;::JS

0 1 1 0 1

Niech [IXl =1 wéwezas:  [AX]* = (AX)" (AX) =XTATAX = 2X? +2X,X, + 2X
Maksimum i minimum tej formy kwadratowej wynosi odpowiednio A, =3 oraz A, =1
i wystepuje dla odpowiadajacych im wektorow wtasnych:

\7—Ll orazv—i -1
1_\/51 2_\/51

Transformacja liniowa okreslona za pomoca macierzy A,

przeksztatca R? w ptaszczyzne x-y-z = Ow R3. 4 —— I
2+ Multiplication

by A

Natomiast jednostkowy okrag w R? przechodzi ——y
w elipse lezgcg w ptaszczyznie x-y-z = Ow R3. . /~ \
Diugosci potosi elipsy wynosza odpowiednio: J

|AV,| = 0,=V3 oraz |AV,|=0,=1

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 14-10



Rozktad wedtug wartosci osobliwych

Twierdzenie: Niech macierz A ,,,, ma wartosci osobliwe 6,2 ¢, 2 ... 2 5, >0 oraz
G, = O, = ... = 0,, = 0. Wowczas istnieja ortogonalne macierze U, i V,,, oraz
macierz X, takie,ze A=UZV'

D: Konstruujemy macierz V z ortonormalnych wektorow wtasnych macierzy A'A :

V=[V, - V]

Konstrukcja macierzy U:
(AV,)-(AV,)=(AV,) (AV,)=V,"ATAV, =, T4V, = (7 v )=0

o =|AV,| = T =LAV, dia i=1..r

G
Zbior wektorow U, uzupetniamy aby tworzyt baze ortonormalng w R™:
U=[d, - G,]
AV =AV, -V [=[AV, - AV ]=]AV, - AV 0 - 0] =
_61 0! -
_ . _ _ 4] : 10
=[o,U; - 6,0, 0 - 0]=[T; --- Tp) M l=Uz
_0______6_r_|__
O 0
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Rozktad wedtug wartosci osobliwych

Przyktad: Znajdz rozktad macierzy A wedtug wartosci osobliwych
1 1

A<l 0] 5 ama(2 ) sfm i o g () ()
0 1 1 2 / 1 J2 1 J2 U1

V3 (1’ V_(l/ﬁ —1/\/5]

Macierze ¥ oraz V maja postac: Z=

0 —
0 0 1/42 142
Znajdujemy macierz U:

2 0
liAv1i101/J_ L] a,=Lav,=L]|a
O 3o 1)11v2) Vel o V2 g

Aby wektory . tworzyly baze ortonormalng w R3 znajdujemy trzeci wektor
korzystajac z metody Grama-Schmidta:

-1 2 0 -2
m:% 1| = U=% 1 -3 2
1 1 V3 2

tatwo sprawdzié, ze A=UZV'

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 14-12



Rozktad wedtug wartosci osobliwych

Twierdzenie: Niech macierz A ,,,, ma wartosci osobliwe 6,2 ¢, 2 ... 2 5, >0 oraz

G,y = O s = ... =G, =0, oraz niech U,,...,0 i V,,...,V. bedalewo i prawostronnymi
wektorami osobliwymi odpowiadajgcymi tym wartosciom osobliwym, wowczas:
vl = =T
A=c,U,V,+--+c,0,V, - T T
Vl
c, 0| :
: O V!
D: A=UZV' =[G, - G, |G, - U], - | =
0 o, | Y,
——e e r+1
O 10| :
| Vn
G, 0] v 0 0](v,
=[0, U, | D |+[0 U, | : =
i oT
0 G ||V, 0 0__Vn_
v,
o o . = o T = oT
= [Gl ul Gr ur] : - Gl ul Vl + +Gr ur Vr
A
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Rozktad wedtug wartosci osobliwych

Twierdzenie: Niech macierz A ,,,, ma wartosci osobliwe 6,2 ¢, 2 ... 2 5, >0 oraz

6,1 =0;,=..=0,=0 oraz A=UZV'. Wtedy mamy:

a) rzad macierzy A wynosi I,

b) :Ul, e, Dr: jest ortonormalng bazg w przestrzeni R(A),
c) :UHI, bee Um] jest ortonormalna baza przestrzeni N(AT),
d) :\71, : Vr: jest ortonormalna baza w przestrzeni R (A7),
e) [V, ==, V,] jest ortonormalna baza w przestrzeni MA).

D: (a) rz(A)=rzUXVT)=rz(X)=r
(b) zbior wektorow Ui (i=1, ..., r) ortonormalnych + dim(R(A)) =r czyli baza w R(A)
(c) R(A) oraz M{AT) sa ortogonalnymi podprzestrzeniami R"=R(A)ON (AT)
czyli [UHI, e Um] jest ortonormalna baza w A(AT)
(d) zbior wektorow \7i (i=1, ..., r) ortonormalnych + dim(R(A") =r czyli baza w R(AT)

(e) R(AT) oraz MA) sa ortogonalnymi podprzestrzeniami R" = R(AT)® N (A)
czyli [\7r+1, e T/n] jest ortonormalnag baza w AM(AT)
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Macierz pseudoodwrotna

Definicja: Niech macierz A .., ma rozklad na wartosci osobliwe A =U XV' gdzie

X = LE)) g oraz D jest macierza diagonalng rxr zawierajacq niezerowe wartosci
osobliwe macierzy A. Macierzg pseudoodwrotng do macierzy A nazywamy macierz:

+ +1q T D_IO
A..=VZ U gdzie Z”X"‘_[O O}

Uwaga: Powyzsza definicja sprowadza sie do poprzedniej w przypadku gdy kolumny
macierzy A sg liniowo niezalezne.

Przyktad: Znajdz macierz pseudoodwrotna do macierzy A:

1 1 2/6 0 -1/43 J3 0 12 1/42
0|=|1/J6 -1/v2 1/J3] 0 [ 7 J_] usv’T
1) |1/J6 1/42 1/\/3) 0o o)\71/N2 1/

.
A+=vz+uT=(1/*/5 _1/\/5)(1/[ . 2/\J6 1146 1746

0 -1/V2 1/42|=
/N2 132 1 j 1/\/_ 1/\3 1/43,
(1/3 2/3 —1/3)

“\1/3 -1/3 2/3

A =

1
0
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Uwaga: Gdy kolumny macierzy A sg liniowo zalezne, wtedy ATA nie jest odwracalna
i uktad réownan normalnych A" AX=A'b ma nieskofczenie wiele rozwigzan.

Twierdzenie: Problem najmniejszych kwadratow AX = b ma zawsze jednoznaczne
rozwigzanie w postaci wektora )?0 0 najmniejszej diugosci danego przez: X, = A"D

D: Niech macierz A, ma rzad r oraz rozktad na wartosci osobliwe A =UZV'
Oznaczenia: ¥ =[y,1y,]=V'X,y,eR" oraz €=[¢,|¢,]=U"b, G eR'
Chcemy zminimalizowaé HB—A)?H

- Agl =[U" (5-Ax)| =[U" G-uzv =) =luTB-UT Uz VTR =

HEHH K hesd
¢.] o o]y 5

Powyzsze wyrazenie przyjmuje wartosé minimalng dla ¢,—- Dy, =0 = Vy,=D"¢
Rozwiazanie problemu najmniejszych kwadratow o minimalnej dtugosci ma wiec postac:
. _ D¢ D™ C . - -

X, =Vy,=V| . '|=V O =V ZIc=VIUb=A"D
0 O O]||l¢c
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