Wykiad 14



Zastosowania uktadéw rownan liniowych

Problem: Niech zbior danych bedzie reprezentowany przez n punktow na ptaszczyznie:

(X, ¥1) (X2, ¥2)s oo (X0 Y1)

Chcemy znalez¢ wielomian stopnia n—1: p( X) = dy +y X+, X* + ...+ an_lxn_l

ktory przechodzi przez te punkty. Jesli wszystkie wspotrzedne X sg
rozne, wtedy istnieje doktadnie jeden wielomian stopnia n—1 lub
hizszego przechodzacy przez te punkty.

Jego wspotczynniki wyznaczamy z uktadu rownan:

(aﬂ + a X + ale2 + et an—le_l =Y

Jag + &%, + 3% + 3 X =Y,

(S + X, + aXy + o+ an—lxrr:_l = Yn
Przyktad: Znajdz wielomian stopnia drugiego przechodzacy
przez punkty: (1,4), (2,0), (3,12).

p(1)=a, + a, + a, = 4

p(2) =a, + 2a, + 4a, = 0
p(3) = a, + 3a, + 9a, = 12

Rozwigzujac uktad rownan znajdujemy wspotczynniki :

y

(3, 12)

|

I Il 1

1 2 3 E
p(x) =24 - 28x + 8x2
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Dopasowanie linii prostej

Problem: Znajdz linie prosta, ktora jest najlepiej dopasowana do punktow:

(1.1), (2,2). (3.4), (4.4). (5.6)

Jako miare dopasowania linii prostej do punktow wyznaczamy
sume kwadratow odstepstw wartosci funkcji o punktow

doswiadczalnych: i e’ = i( y, = f (X ))2
i=1 i=1

Znajdujemy odpowiednie btedy dla powyzszych dwoch prostych:
5
f(x)=05+x = > (y-f (xi))2 =1.25
i=1

f(x)=12x = Zs"(yi — f (xi))2 =1.00

Definicja: Prosta regresji metody najmniejszych kwadratow dla
zbioru punktow (xi Y ), | =1,...,n nazywamy funkcje
f (x)=a,+a,x

ktora minimalizuje sume kwadratow btedow

det =Y (-1 (%))

i=1

6--—

51

4+

¥

+ Model 1

(5.6)e
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Metoda najmniejszych kwadratéw
Ogolnie mozemy napisac:
Yi = f(xl) + I:yl_f(xl):l = Q)+t X, + €
Y, = f(xz) + I:yz_ f (Xz):l = )ty X, + 6

Vo = F(%) + [ Vo= f(X)] = a+ax, + e,

lub w postaci macierzowej Y = AX+E gdzie

/yl\ (1 Xl\ (el\
Dl ’ a, )’ :
\ Y q X, \ €/

Twierdzenie: Dla modelu regresji liniowej Y = AX+ E wspotczynniki linii regresji metody
najmniejszych kwadratow dane sg przez

X =(ATA) ATY
natomiast suma kwadratow btedoéw przez E'E.
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Przyktad: Znajdz prosta regresji metody najmniejszych kwadratow dla punktow

(1)
2

Y=|4]

4
0

(1
1
1
1

1

1)
2
3
4

S)

x|

A
a1

(1,1), (2,2), (3,4), (4,4), (5,6)

) = x=(ATA)'ATY = (_O'ZJ

A wiec prosta regresji metody najmniejszych kwadratow ma y

postac:

y=-02+12X

Natomiast suma kwadratow btedow wynosi:

E'E=(Y=AX) (Y=AX) =

—(v=A(aTA)*ATY) (Y=A(ATA)*ATY) =08

| jest mniejsza od wyznaczonych wczesniej dla innych prostych.
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Najlepsze przyblizenie
Definicja: Jesli VV jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V oraz V € V to najlepszym

przyblizeniem wektora V w YV jest wektor V, taki, ze dla kazdego wektora W € VW
réznego od V, zachodzi ||\7— \70” < ||\7 - \Tv||

Twierdzenie: Jesli VWV jest podprzestrzenig przestrzeni V z iloczynem skalarnym oraz
VeV wéwczas najlepszym przyblizeniem wektora V. w W jest Proj,, V.
Dowdd: Niech W € YW oraz W # proj,, V

i - =
O -l

[ ‘
!
|

-3
7
Vo~ pProjy(v)

V—W = (V- proj,y V) +( proj,, V—w)
€ {/er € W
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy:

/
!

J

-.'\‘?_

[v—&l* = |[v— proj,, | +||proj,, V=W = |v- proj,, V| <lv-wl
Przykiad: Dane sa wektory 0, =(1,2,-1), 0, =(5,-2,1)", v=(3,2,5)'
Znajdz najlepsze przyblizenie wektora V w przestrzeni VWV = span(U1 U )

u,-v u,-V 1 15 12
oy V=| 5 Joi+| g, [0 =5 2 [perpuy ¥ = [ proiy, v ==
u,-u, u,-u, S

J5
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Rozwazamy ukiad réwnain AX =D gdzie A___ i beR"

Poniewaz ukiad jest sprzeczny, wiec mozna zatozyé, ze b ¢ S = R (A)

Szukamy wektora X ktory minimalizuje wielkos¢ ||A7(— 6”

—_

Chcemy znalezé taki wektor AX € S ktéry jest najblizszy wektorowi D.

—_

Wiemy, ze takim wektorem jest AX, = projs b
Poniewaz wektor AX,— b= Proj s b-b jest ortogonalny do S, wiec
AX,~beR(A) =N (AT)
A to oznacza, ze:
— — -1 —

AT(A%,-b)=0 = ATA%X,-A"b=0 = %,=(ATA) ATDH
Metoda najmniejszych kwadratow sprowadza sie do rozwiazania uktadu N XN rownan
liniowych A" AX = A'D. Te réwnania nazywane sa réwnaniami normalnymi problemu
najmniejszych kwadratow AX =D,
Uktad rownan normalnych nigdy nie jest sprzeczny, ale moze by¢ nieoznaczony. Uktad

Ten jest oznaczony gdy rzad macierzy A =~ wyhosin.
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Przyktad: Korzystajac z metody najmniejszych kwadratow dopasuj wielomian
kwadratowy Y=g, +a, X+ a2X2 do nastepujacych danych:

-

populacia 45 4.8

1 0 0) (4.5)

1 5 25 N 48

110 100| _ . |53

A=11 15 225/ X‘(le’ b= 57

1 20 400 2 6.1

1 25 625) 6.5
6 75 1375 a, 329 a, 4.5
ATAX=A"b = 75 1375 28125 || a, |=| 447 | = X=| g |=]| 0.08
1375 28125 611875)\a, ) (8435 a, 0

A wiec metoda najmniejszych kwadratéw otrzymujemy zaleznosé liniowa Y = 4.5+ 0.08 X

Przewidywanie dla roku 2010: Y=4.5+0.08-30~6.9
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