


Pierwiastek z liczby zespolonej

Twierdzenie: Istnieje doktadnie n roznych pierwiastkow n-tego stopnia z kazdej

liczby zespolonej roznej od zera, tzn. rozwigzan rownania W" = Z i wszystkie te

pierwiastki daja sie zapisa¢ wzorem, w ktorym k=0, 1, ..., n—1:

Wy = Q/E(Cos(p +nan +i sin® +nan) = Q/E exr{i (P+nan)

Przykiad: Znajdz wszystkie rozwiazania rownania Z° = 1

k=0 k=1 k=2
W, =3/Iexp(i 0+§kn)={

Ll izm Wa
w,=1 w,=e?* w,=e 3 .

-

Math

Imz"‘

-

—-—

Player

Wiasnosci pierwiastka n-tego stopnia z I.z. 1.: K \21:/3 Y
LW,
. 2kn . ! 27/3 0
= o, =expli===] gdzie k=01,.n-1 : ~—>
n ) 1 \\ / 1 Re z
n /
=00 =0, o, =(0,) (0,) =1 \ 203,
n-1 n-1 n-1 k i2m AN ‘
k 2T e -1 -7
" ka =Z(°)1) =Z(eXp(|—)) = =0 w, “-F-~ Math
k=0 k=0 k=0 n e'T _1 - Peayer
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Zespolony logarytm i zespolona potega

Definicja: Logarytmem naturalnym z liczby zespolonej z (ozn. Ln(z)) nazywamy

liczbe zespolona w taka, ze z=e¢e".
= zz=€e"e"=e"" = In(zz)=w,+w,=In(z)+In(z)
Math

Zapiszemy liczbe Zw postaci wyktadniczej i znajdziemy jej logarytm: Peayer

z=|Zexp|i(Arg(z)+2kn)| = In(2)=Inlz+i(Arg (2)+2kn)

Przyktad: In(i)= (-m _i[_= )z_-ﬁ 3n 7
rzyktad: |n(-i) In(exp(l( 2+2kn))) |( 2+2kn 5 15 i

Definicja: Niech Zi W e C. Potega liczby Z = |Z|e'® (gdzie faza ¢ = Arg(2)+2kn)

o wyktadniku W nazywamy wielkosé Z " = exp(W In(2) = | 2| " exp(ipW) gdzie
|Z|W _ |Z|ReW |Z|i Imw _ |Z|ReW eilm win|Z oraz eicpw _ e—cplm Wei(pReW

Rew

Awiec: |2 =]2"" e ™" oraz arg(z")=In|Zlm w+oRew

Przyktad: Oblicz z=i ~* (5200
z=e"? =g exp(—Zi Ine'z ™" W = exp[—Zi g (£+ an)} = g™

2
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F. trygonometryczne zmiennej zespolonej

Definicja: Korzystajac z postaci biegunowej i trygonometrycznej liczby zespo-

lonej mozemy zdefiniowac funkcje sinus i cosinus w nastepujacy sposob:
1
21
Uwaga: Definicje te spetniaja wszystkie tozsamosci trygonometryczne.

Definicja: W analogiczny sposob definiujemy sinus i cosinus liczby zespolonej:
1
21
Uwaga: Takze te definicje spetniajg wszystkie standardowe wzory trygonometryczne, np.:
sin(-=z) =-sinz cod-z) = cog sihz+ cOxz=1 stiz=2 sin ca

coS z—- Sirt z= %(eiZ re ) +%(eiZ _e i) = %(eiZZ +e7?2)=cos2z

Interpretacja funkcji zespolonej sinZ

_ | y 1, . y
Sin X = (e'X —e COSX =§(e'X +e

_ | y 1, . y
sinz= (e'z—e'Z cosz:i(e'z+e'Z

sinz = sin(x + iy) — %(ei(”iy) —e_i(x+iY)) = %[e‘y(cosx +i sinx)—e? ( cox +1i sin<)] =

=sinx[%(ey+ey)}+icosx[%(ey-ey)}= sinx coshly+i cos sink Math
Player
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Funkcje hiperboliczne zmiennej zespolonej

Definicja: Funkcje hiperboliczne zdefiniowane sa w nastepujacy sposob:

sinhx:%(ex—e‘x) coshx=%(ex+e‘x)
Wiasnosci funkcji hiperbolicznych:
sinh(=x) = = sinh x cosh(—x) = coslhx coshx — sirthx =1
sinh2x = 2 sinhx coshx coshx + sinhx = coshx tank = sinh X
coshx

Definicja: W analogiczny sposob definiujemy sinus i cosinus hiperboliczny
liczby zespolone;:

Math
Player

sinhz:%(ez—e‘z) coshz=%(ez+e‘z)

Uwaga: Isthiejg nastepujgce zwigzki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi i hiper-
bolicznymi zmiennej zespolone;j:

Siniz=1sinhz co9z= coslz sinlz=1 sia cosz= ca&
Przyktad: Oblicz cos(n—I)
cos(m—i)= cost cosh-1)-i sim sinb-1)=- codhl)=- cobk -1 543
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Relacje rownowaznosci i klasy

Definicja: Relacjg okreslong na zbiorze A nazywamy dowolny test porownawczy

pomiedzy uporzadkowanymi parami elementow tego zbioru. Jesli para

(@,b) € AxA spetnia ten test, méwimy, ze a pozostaje w relacji do b, (a> b).
Definicja: Relacjg rownowaznosci okreslong na zbiorze A nazywamy relacje

ktora jest:
> zwrotna: Vae A, ar a

> symetryczna: a,be A, arb=bpa

~ przechodnia: ab.ce A, (apb)a(brc)=arc
O elementach a,b € A méwimy wéwczas, ze ,a jest rownowazne b’
Definicja: Klasa rownowaznosci elementu a € A nazywamy zbior wszystkich elementow

A pozostajacych w relacji rownowaznosciza, [al={be A:b> a}
Twierdzenie: Jesli > jest relacja rownowaznosci na A oraz a,b € A wtedy albo
[aln[b]l=@ albo [al=I[bl

a wiec dowolny element klasy mozna wybrac jako reprezentanta tej klasy.
Przyklad: A - zbior ludzi: a> b - ,ajest starszy od b” - nie jest relacja rownowaznosci.

a>b- ,aibmaja tego samego dziadka ze strony ojca” - jest relacjg rownowanosci.
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Algebra wektorow

Definicja: Skalar to wielkos¢ fizyczna, ktora posiada tylko wartosc (liczba).
np. temperatura, czas, masa, ... Q,

Definicja: Wektor to klasa rownowaznosci par punktow, /Qi / Qs

czyli zorientowanych odcinkow, ktore przeksztatcaja sie

w siebie przy przesunieciu rownoleglym. P,
hp. wektor potozenia, sity, predkosci, ...

—

Symbole wektorow: PQ 3 a P a_5Q

Dodawanie wektorow (reguta rownolegtoboku):
> przemienno$é: A+b=Db+a
> tacznosc: (é+ 6)+ ¢ = é+(5+ 6): i+b+¢

(@x

Q)
A\
)

d+b+¢ Odejmowanie wektoréw: 3 —b = 3 + (—6)

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 2-7



Algebra wektorow

W wyniku mnozenia wektora przez liczbe rzeczywistg otrzymujemy wektor o
tym samym kierunku co wektor oryginalny i proporcjonalnej dtugosci:

a -a Ad

P

>Q P QP > [PQ|=1[pq

Wiasnosci: (}Lu)é = A (ué:) = u(ké)
A(E+D)=2d+AD
(A+p)a=2Aa+pa

Przyktad: Niech punkt P dzieli odcinek AB w stosunku A : 1. Znajdz wektor potozenia
punktu P jesli wektory potozenia punktow A i B sa znane i wynosza odpowiednio & i b.
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Kombinacja liniowa wektordéw

Definicja: Wektor p nazywamy liniowa kombinacja wektoréw Vi,V,, ...V,

jesli istniejg state c,, C,, ..., C, takie, Ze: D=CV +CV. + +CV
— LV TV T T gV

Definicja: Mowimy, ze wektory V,,V,,...,V. sa liniowo zalezne jesli istniejg

state c,, C,, ..., C, , hie wszystkie rowne zero, takie ze:
c,V,+CV,+..+¢c V. =0

Jesli powyzsza rownos¢ zachodzi tylko wtedy gdy wszystkie state ¢, C,, ..., C,,

sa jednoczesnie rowne zero, to o wektorach v, ,v,,....V. mowimy, ze sa
liniowo niezalezne.

Uwaga: Powyzsze operacje mozna okreslic dla wektorow w dowolnej liczbie wymiarow.
Wiasnosci:

= kazdy zbior m+1 lub wiecej m-wymiarowych wektorow jest liniowo zalezny.

= jesli dany zbior wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy podzbior tych wektorow
jest rowniez liniowo niezalezny.

= kazdy zbior wektorow o tym samych wymiarze, zawierajacy wektor zerowy, jest
liniowo zalezny.
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Kar’rez janski uktad wspotrzednych

A
Pi(x1, ¥1,21)  Pa(xg, ¥2, 25)
z = constant ' ‘-
0,0, 2) : |

/ ©,y,2)

0L $P&»D

S—
S—

B(x3, y2, 21)

|
|
|
l
(x, 0, 2) :
|

A(xp, 1, 21)

[

T~__ (0,50 X
\y Odlegtos¢ pomiedzy punktami P, i P,

x,0,0) \ znajdujemy z twierdzenia Pitagorasa:
m y = constant

2 2

‘P1P2‘ = \/(Xz - X1) +(Y2 - Y1)2 +(Zz - 21)

X = constant (x,y,0)
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Wspétrzedne wektora i wektory bazowe

7 = . .
E QX5 Yo, Z) x OPy = x5+ yj + 20k
Py(x3, ¥2, 22)
P(X4, Y1, Z4) Vi, Vo, V
i Z%/ Reprezentant (v}, V2, v3)
wektora Iﬁ

v V| y X [~ Py(x,¥1521)
X ﬁl =xi+yj+zk
Dysponujac trzema réznymi wektorami, €, , €, , €, nie lezacymi w jednej ptaszczyznie,
mozna w tréjwymiarowej przestrzeni dowolny wektor a zapisaé jako kombinacje tych
3 A
d=a,6 +a,6+a,6, =) a6 6 |

|
Wektory é1 , é2 ,é3 nazywamy baza w przestrzeni R3, natomiast skalary a,,a,,a; to
wspotrzedne wektora aw tej bazie. Méwimy, ze wektor zostat roztozony na sktadowe.

Dla wspétrzednych kartezjanskich w R* stosujemy oznaczenia: € = i g = I g = k

(D!

wektorow:

(D!
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Algebra wektoréw na wspétrzednych

Dodawanie i odejmowanie wektorow:
éiB=(aXT+ayT+a E)i(bxf+byT+
=(a, b, )i +(a,£b/)j+(a, £b,

Wygodny sposob zapisu wektora: a
X

a=(a,,a,a) b d=|a

a

5 >

X Dlugosé (modut) wektora:  |3] = \/ai + a§ + af
Mnozenie wektora przez 5 a2 a. a
liczbe: Ad= (xax,kay,kaz) = wektor jednostkowy: a “Tal (|§| Tl ,|£|)
Przyklad: Dane sa wektory V, = i+ 3T + 6Kk oraz V, = —i -2k . Znajdz ich sume,

modut sumy i wektor jednostkowy o tym samym kierunku i zwrocie co wektor V1 + V2

0=V, +V,=(i +3]+6k)+(-i —2k)=3] +4
K 3
54
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Iloczyn skalarny wektorow

Definicja: lloczynem skalarnym dwoch wektorow a i b nazywamy liczbe:

4-b =1alblcoss
gdzie 6 jest katem pomiedzy wektorami di b.
Uwaga: W dowolnej liczbie wymiarow iloczyn skalarny jest liczba.
Wiasnosci:
= przemienny: 3-b=Db-3
= liniowy w kazdym z argumentow (a, B € R):
d-(eb+BC)=cd-b+pa-c

= Dwa niezerowe wektory sg ortogonalne (prostopadte) S

jesli ich iloczyn skalarny jest rowny zero: & - b=0 |b| coso

A 4

~N
|

QD

Przyktad: Wektory bazowe w uktadzie kartezjanskim spetniaja relacje:

ii=j-j=k-k=1 i-j=]-k=k-i=0

Obliczanie iloczynu skalarnego:

—_

a-b=(ai+a,j+ak)-(bi+b,j+bk)=ab, +a,h, +a,b, = zslaibi
i=1

P —_ —_ —_ 2 —_ —_ —_
Dtugosc wektora: a-a = |a| — |a| =+a-a
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Iloczyn skalarny wektoréw

—

Przyktad: Znajdz kat pomiedzy wektorami @ = i+ 2T + 3Kk oraz b =2i + 3T + 4Kk
a-b

b = |allblcoss = co® =

5.56=1.242.3+3.4=20]
_J12+22+32 =14 ‘= cos#=—22 09926 = =012 rad

El
) J14/19
Ib| =22 +32 +42 =29

Cosinusy kierunkowe wektorow: *-6 a, b a b a b,
cos =
allb] a |b| |a| |b| allel
wielkosci ai/ |§.| oraz bi/ |b| gdzie i = X, y, Zto cosinusy kierunkowe wektorow a i b.
1 dlai=j
0 dlai#]

Delta Kroneckera (i,] = 1, 2): 5.. =& = 5.1 = {

-

Sktadowe wektoréw w bazie él g, ,én

06~ Bu 6T u(6-6)-Tus, -u
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Rozktad wektora na dowolne sktadowe

Przykiad: Roztozy¢é wektor (j na sktadowe: rownolegla i prostopadta do wektora V.

_ . u-v. _ U-vV.
U = proj; U+ (U-proj;i)= —5V +( - )
v U WP
skladowa skladowa _ . -
rownolegla do V prostopadla do V U —proj;u
gdzie rzut (projekcja) wektora U na wektor V dany jest przez:
. v U-vvV u-v_. .
proj,i = |tlcosh = = —— = =—5-V v
vl Wl Nl g : — >
. : : proj;u
Metoda ortonormalizacji Grama-Schmidta w 2-dim:
Rozwazmy dowolna baze {éil &, } w 2-dim przestrzeni. Chcemy utworzyé takie
kombinacje liniowe tych wektorow aby otrzymane wektory byty ortonormaine.
. . . . A é Math
Jako pierwszy wektor poszukiwanej bazy wybieramy: e, = 1 Player

[al
Drugi wektor otrzymujemy odejmujac od 52 jego rzut na wektor €;:

€ =4, - (éz € )é1 i odpowiednio normalizujac do e =
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