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Relacje rownewaznoscitil klasy

Definicja: Relacja okreslong na zbiorze A nazywamy dowolny test porownawczy

pomiedzy uporzadkowanymi parami elementow elementow zbioru A. Jesli para

(a, b) e A x A spetnia ten test, mowimy, ze a pozostaje w relacji do b, (a > b).
Definicja: Relacja rownowaznosci okreSlona na zbiorze A nazywamy relacje

ktora jest:
> zwrotnha: Yae A, ar a

> symetryczna: a,be A, apb=Dbpra

> przechodnia: ab,ce A, (a>b)a(b>c)=arc

O elementach a,b € A méwimy wéwczas, ze ,a jest rownowazne b’

Definicja: Klasg rownowaznosci elementu a € A nazywamy zbior wszystkich elementow

A pozostajacych w relacji rownowaznosciza, [al={be A:b> a}
Twierdzenie: Jesli > jest relacja rownowaznosci na A oraz a,b € A wtedy albo
[al~[bl=2 albo [al=[b]

a wiec dowolny element klasy mozna wybrac jako reprezentanta tej klasy.
Przyktad: A - zbior ludzi: a> b - ,ajest starszy od b” - nie jest relacja rownowaznosci.

a>b- ,aibmaja tego samego dziadka ze strony ojca” - jest relacja rownowanosci.
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Algebra wektorow

Definicja: Skalar to wielkosc¢ fizyczna, ktora posiada tylko wartosc (liczba).

np. temperatura, czas, masa, ...

Definicja: Wektor to klasa rownowaznosci par punktow, Q, / Q,
czyli zorientowanych odcinkow, ktore przeksztatcaja sie / /
w siebie przy przesunieciu rownolegiym.

np. wektor potozenia, sity, predkosci, ...

Symbole wektorow: I?) a a P a > Q

Dodawanie wektorow (reguta rownolegtoboku):

> przemienno§é: A+b=b+a
> tacznosc: (é+5)+ +(6+6)=é+5+6
b

/
\

~

~N _ ~
-~
” ~
” ~

Qi

Odejmowanie wektorow: & — b=3d+ (—6)

+
@y
+
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Algebra wektorow

W wyniku mnozenia wektora przez liczbe rzeczywistg otrzymujemy wektor o

tym samym kierunku co wektor oryginalny i proporcjonalnej dtugosci:

P—2 50 Pe2 o P o [g-1/F0
Wiasnosci: (ku)é = k(u”) =n(rd)

»(a+b)=2a+1b

(A+p)a=»Aa+pa

Przyktad: Niech punkt P dzieli odcinek AB w stosunku A : 1. Znajdz wektor potozenia
punktu P jesli wektory potozenia punktow A i B sa znane i wynosza odpowiednio d i D.

0 P a+7\+!yl a+7\.+u b-a
N S =
_k+ua+k+ub
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Kombinacja liniowa wektiorow

Definicja: Wektor b nazywamy liniowa kombinacja wektorow Vi,V ..V,

jesli istnieja state c,, c,, ..., ¢, takie, ze: 6 =c,V, +CV, +...4+CV
— 1 1 2 nEE n n

Definicja: Mowimy, ze wektory V,,V,,...,V, sg liniowo zalezne jesli istniejg
state c,, c,, ..., ¢, hie wszystkie rowne zero, takie ze:

¢V, +CV, +...+Cc .V, =0
Jesli powyzsza rownoS¢ zachodzi tylko wtedy gdy wszystkie state c,, c,, ..., C,,,
sg jednoczesSnie rowne zero, to o wektorach Vv ,V,,....V. mowimy, ze sa
liniowo niezalezne.

Uwaga: Powyzsze operacje mozna okresli¢c dla wektorow w dowolnej liczbie wymiarow.
Wiasnosci:

= kazdy zbior m+1 lub wiecej m-wymiarowych wektorow jest liniowo zalezny.
= jesli dany zbior wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy podzbior tych wektorow
jest rowniez liniowo niezalezny.

= kazdy zbior wektorow o tym samych wymiarze, zawierajacy wektor zerowy, jest
liniowo zalezny.
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|
(x, 0,2) :

|

O )‘- S—

(x,0,0)

4
ﬁ\ y = constant

Z = constant

(0,0, 2) /
0,y,2)

¢ P(x,y,2)
EHH““H,___ (an) O)

N

x X =constant (x,y,0)

Kartezjanskiluktad wspétrzednych

X

A

Pi(xy, y1,21)  Py(xp, ¥2, 22)

B(x3, y2, 21)
A(xp, 1, 21)

T Odleglosé pomiedzy punktami P,iP,

znajdujemy z twierdzenia Pitagorasa:

‘P1P2‘=\/(X2_X1)2+(Y2_Y1)2+(22_21)2

M. Przybycien
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Wspotrzedne wektora irwektory bazowe

< Q(Xs, Yo Z,) X 0P, =xyi + y,j + 25k
P(X ) Vi, V9, ¥
v Y Z%/ Reprezentant (vy, v, v3)
wektora ﬁ

A b x [ Pi(x1,¥1,21)

* (TBI =x]i-|—y1j+Z|k
Dysponujgc trzema réznymi wektorami, € , €, ,&;, nie lezacymi w jednej ptaszczyznie,
mozna w tréjwymiarowej przestrzeni dowolny wektor & zapisaé jako kombinacje tych

3 ~ e
3=a,6 +3,6+2,8 =) a8 &=
i=1

wektorow:

Wektory € ,€,,E, nazywamy baza w przestrzeni R3, natomiast skalary &, ,8,,3; to
wspoéirzedne wektora a w tej bazie. Méwimy, ze wektor zostat roztozony na sktadowe.

Dla wspétrzednych kartezjanskich w R® stosujemy oznaczenia: &, =i g = I g, = k
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Algebra wektorow naiwspotrzednych

Dodawanie i odejmowanie wektorow:
atb=(ai+a,j+ak)x(bi+b]+bk)=
=(a,£b,)i +(a,£b,)j+(a,xb,)k

Wygodny sposob zapisu wektora: a
— - X
d=(a.,a,,a) b d=|a,
R a,
0 X .. = 2 2 2
Dtugosc (modut) wektora: |a| = \/ a, +a, +a,
Mnozenie wektora przez ~ 3 a a a
liczbe: AA= (xax,xay,Xaz) = wektor jednostkowy: a = 3 - (|éx| ,|ay| ’|é|)

Przyktad: Dane sa wektory V, = i+ 3T + 6k oraz V, = i -2k . Znajdz ich sume,
modut sumy i wektor jednostkowy o tym samym kierunku i zwrocie co wektor \71 + \72
0=V, +V, = (7 +3] +6K)+ (- —2k) =3j + 4k
" ~ ~ 0
G =02 +3%+42 =25 =5 czyli G=>j+2k=2|3
5 5 5 4
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Iloczyn skalarny wektorow

—

Definicja: lloczynem skalarnym dwoch wektorow a i b nazywamy liczbe:

5-b =|al|blcoss
gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami a i b.

Uwaga: W dowolnej liczbie wymiarow iloczyn skalarny jest liczba.
Wiasnosci: L

= przemienny: a-b=Db-a

= liniowy w kazdym z argumentow (a, B8 € R):

a-(ab+pc)=cd-b+pa-c

=

SN Vg

QO

= Dwa niezerowe wektory sg ortogonalne (prostopadie) |_.|
jesli ich iloczyn skalarny jest rowny zero: b 0 blcosf

Przyktad: Wektory bazowe w uktadzie kartez;aﬁskim spetniajg relacje:

— — — —
-

i-i=j-j=k-k=1 i-j=]-k=k-i =0

Obliczanie iloczynu skalarnego:

—

3-6=(al +a,] +ak)-(b7 +b]+bK)=ab +ab,+ab - Yah

Diugosé wektora: a-a=a° = l|a=+a.-a
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Iloczyn skalarny wektorow

Przykiad: Znajdz kat pomiedzy wektorami a = i+ 2T +3K oraz b=2i + 3T +4k

b =|allblcos® = co®=

—

3.5=1.24+2.3+3.4=20
=J12:22+32 =14 ' co=—22 09926 = 6=012 rad

B
- J14-/19
bl =22 + 32 + 42 =+/29

Cosinusy kierunkowe wektoréw: coSd = a-b _a b a b, az b,
FEREEN B |b| Tl g

wielkosci & / 3| oraz b/ |6| gdzie i = X, y, zto cosinusy kierunkowe wektoréow ai D .

1 dlai=|

0 dai=|

Delta Kroneckera (i, ] =1, 2): (Sij =o' = 51 ={

—— ——

Skitadowe wektorow w bazi

¢{8,5,...8}
-8 ( j -=Zuk (&-&) =D wdy =\
k=1
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Rozktad wektora na dowolne sktadowe

Przyktad: Roztozy¢ wektor U na skladowe: rownolegla i prostopadta do wektora V.

_ Do [ - u-v. . U-V_
U =proj,0+(U—proj,i)= ——V +|U0-—>V
Y \
%,—J \ v
skladowa skladowa .
rownolegla do V prostopadia do V u—proj;u
gdzie rzut wektora U na wektor V dany jest przez:
: v _U-vv U-v g -
proj. 0 = |tl cosd ;
v NI ] >
VI~ NN P -' — >

roj.u
Metoda ortonormalizacji Grama-Schmidta w 2-dim: Prol;
Rozwazmy dowolna baze {él,éz} w 2-dim przestrzeni. Chcemy utworzyc¢ takie
kombinacje liniowe tych wektorow aby otrzymane wektory byty ortonormalne.

-

Math
Player

Jako pierwszy wektor poszukiwanej bazy wybieramy: € = |_, |
G

Drugi wektor otrzymujemy odejmujac od a2 jego rzut na wektor el

e; = éiz — (éz -el)el i odpowiednio normalizujgc do e =17
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Definicja: Permutacja zbioru liczb {1 2,. } nazywamy dowolna roznowarto-
sciowa funkcje okreslong na tym zbiorze i o wartosciach w tym zbiorze.
Uwaga: Liczba wszystkich permutacji wynosi n!

Permutacje zapisujemy w formie tabeli:  f :( f %1) f %2) f (nn))
. . . (1 2 - n
Permutacja identycznosciowa: | = (1 2 ... n)

lloczynem permutacji f i g jest ztozenie tych funkeji: T o g(i) = f (g(l))

| 12 3 4) (1 2 3 4)
Przyktad: Niech f = oraz =
ey 3 4 1 2 972 4 3 1
(1 2 3 4) (1 2 3 4)
Wtedy foQ= oraz do f =
Y 1°9714 2 1 3 o131 2 4
Definicja: Niech 7 bedzie permutacja okreslona na zbiorze {1,2, ...,n} oraz niech

I bedzie najmniejszg I|czba catkowita taka, ze ='(i) = 1. Wowczas zblor I roznych

elementow {ﬂ: (I )}k o hazywamy I-wyrazowym cyklem permutac;ji m.
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Permutacje - rozktad'na cykle

(1 2 3 45 6 7 8)\_ Math
Przyklad: T — \3 5 7 1 2 8 4 6) — (1374)(25)(68) Player
(1 2 3 456 7 8)\_
(1 2 3 456 7 8\_
T 0T, — \5 2 8 6 3 4 1 7) — (15387)(2)(46)

m, om, =(1374)(25)(68)(125)(36748) =(15387)(2)(46)
Dwa cykle (iy,ip, ...,y )oraz (jy, j2,-..,j; Jnazywamy roztacznymi jezeli zbiory
liczb {i1 sy, ...,ik} oraz { J1s 2y -ens )i } nie majg elementéw wspolnych.
Twierdzenie: Kazdg permutacje mozna roztozy¢ na iloczyn roztagcznych cykli.

Definicja: Permutacje © w ktorej jeden cykl ma dtugosc¢ r, a pozostate maja
tylko po jednym elemencie, nazywamy permutacja cykliczna o dtugosci r.
Definicja: Permutacje cykliczng o diugosci 2 nazywamy transpozycja.

Przykiad: 7c1=(143)(24)(356)=(41} 2343 613):(142356)
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Parzystosc permutacji

Twierdzenie: Dowolny cykl o dtugosci I mozna roztozy¢ na I'—1 transpozyciji:

(iysigs i ) = (ig ) (iy drg) -(ig §3)(iy i3)
Uwaga: Chociaz rozktad na transpozycje nie jest jednoznaczny, to mozna pokazac, ze

parzystosc rozktadu (tzn. czy liczba transpozycje jest parzysta czy nie) jest jednoznaczna.
1

(1234) =(14)(13)(12) = (14)g34)(34)(23)(127(12)(235(13)(12)

1 1
Twierdzenie: Dowolna permutacja moze by¢ roztozona na iloczyn transpozyciji.

Parzystosc rozkladu jest jednoznacznie okreslona.

Definicja: Permutacje nazywamy parzysta (nieparzysta) jesli moze by¢ rozto-
zona ha iloczyn parzystej (nieparzystej) liczby transpozyciji.

Okreslenie: Nieporzgdkiem w permutacji £ nazywamy kazda pare liczb i, |
takg ze | < oraz n(i) > n(j). A wiec parzystoS¢ permutacji mozna okreslic
zliczajgc nieporzadki: n(j)—n(i) {

+1 parzysta
—1 nieparzysta

I1

<] J_I
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Symbol catikowicie antysymetryczny.

Definicja: Symbolem catkowicie antysymetrycznym w N wymiarach nazywamy:

8i1 i2 in = _1
| 0
Wybrane wlasnosci (dowody przez pokazanle ze L
[ | 2'dim: |k8 —_ 6|k8 8”8“(
= 3-dim:
3
Zsijkslmk =0,0;, _Simsjl
k=1
n 4- dim
Z Sljksglmks ( |I6 6|m61I)
k,s=1
Math
- -dlm' Player

Ll L n 1 ] 1
+1 jezeli permutacja (i |
1 2 e o 0 n

j k=1

ny. .
i ) jest permutacja parzysta

jezeli jest permutacja nieparzysta
jezeli nie wszystkie liczby sg rozne

«.= Py dla wszystklch LK, .

Zs,ksjk =9; Z €€ =2

I,j=1

2
Z |Jk8 k_3

i jk=1

2
Z glij IJkS=

i,j.k,s=1

2
Z Eijkijk = 25,

2

Z 8|Jksgljks =

jk,s=1
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Lloczyni zewnetrzny wiR?

lloczyn zewnetrzny dwoch wektorow jest obiektem, ktorego rodzaj zalezy od

liczby wymiarow. Na ptaszczyznie iloczyn zewnetrzny jest liczba.

Definicja: lloczyn zewnetrzny wektorow w 2D przestrzeni Euklidesa to liczba:
2

— — _ A Math
UAV = Z Sijij - u1V2 - u2V1 — y Player
J,k=1

=al[v|(cosa sinB - sim cof) =

=|dllv[sin(a—B) =adl[v]siny
Interpretacja geometryczna:
Powierzchnia

—|tl||v|sin@ =T A V|

Wiasnosci iloczynu zewnetrznego w 2D:

= antysymetryczny: UAV=-V Al

|
v : = liniowy (a, B € R):
' = |v||sin 6] GA(oV+BW)=alAV+BlAW
| .
o | = UAU=0
' - > = okresla skretnosé uktadu: € A€, =1
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Lloczyni zewnetrzny (wektorowy) wi RS

Definicja: lloczynem wektorowym dwoch wektoréow U i V nazywamy wektor

3
o sktadowych: o Al
y (UXV)l — ZS,JKUJVK UXVJ’L
j,k=1 ' )

lloczyn wektorowy jest wektorem prostopadtym é)—
do obu wektorow sktadowych i ma wartos¢:

- - — v

I T “T .
o1 N — — Math
UXV = ul uz u3 o Player o

Vi 'V, V3

= (AR TRVA N (TAVARTAVA B (TR TATAT =
=|adllvlsiny A
vy - kat pomiedzy wektorami U i V

N - wektor jednostkowy, prostopadly do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory Ui V. —

Uwaga: Dowod powyzszej rownosci przez przedstawienie
sktadowych za pomoca cosinusow kierunkowych.

vXu
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Lloczyn wektorowy w RS

lloczyn wektorowy jest wektorem ortogonalnym do kazdego z wektorow
3

sktadowych: . . . & <
U-(UXV)=ZU| ZSWUJVK - SiijinVk =O
i=1 k=1 I,j,k=1

=
v-(Gxv)=0
Wiasnosci:

antysymetryczny: UxV=—-VxU = uUxi=0
+

liniowy (o, B € R): Ux(a\7+ [3v'\’/) =oUxV+BUxw

= okreSla skretnosc uktadu:

s (GxV)xwW= UX(VXW)\
Przyktad: Pokaz, ze jesli 4 = b + AC dla pewnej

A eR,wtedy axC=bxC

AxC=(D+AE)xCE=DxC+ACXE=DxE \
— X
Uwaga: Z powyzszego nie wynika ze d = D i=jxk=-(kxj
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Iloczyn mieszany wekiorow

3 U U U
lloczyn mieszany: U-(VxW) = Z EiUViW, =|V;  V, V3=
) Wi W, Wi

= Uy (Vo W5 — V5W, ) + Uy (VW — VW5 )+ Uy (VW5 — VoW, )
Wiasnosci:
G-(UxW) =w-(GxV)=v-(WxT)=-0-(WxV)=—V-(GxwW) =-w-(VxT)
Interpretacja geometryczna: |W-(U \7)| jest objetoscia rownolegtoscianu
az

zbudowanego na wektorach U, V oraz W.
A
uxy
Wysokos¢ = |w| [cos 6 - pole podstawy
| lux v
T —
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Podwojjny ileczyniwektorowy

Podwadjny iloczyn wektorowy: i x (Vx W)

Wiasnosci:
(@) jest ortogonalny do (VxW) tzn. Ux(VxW) =av+ BW przy czym a, B nie
zalezgod U i V.
(b) jest liniowy w sktadowych U,V i W.
(c) jest ortogonalny do U
@+c)> a(V-0)+p(W-G)=0 = a=c(w-0i), PB=-c(v-
gdzie ¢ nie zalezy od U, V i

)

Pa Pa

6 x(8x8)=8x8&=-8
(el e2) ( ) _—ez} UX(VXW)=(U-W)V—(U-V)W
Wprost z definicji iloczynow skalarnego | wektorowego

(Gx(VxW)), = Z €U, Z € VW Z TAATTS Zak”aklm =

j.k=1 I,m=1 i, ,m=1

J;_luvl (815 = 518, ) = (zujwj) (zujvjj

czyli Gx(VxwW)=(TG-W)V—=(T-V)W oraz (GxV)xw=(G-w)V-(V-w)Q
Prawdziwa jest wiec tozsamos¢: Ux(VxW)+Vx(WxT)+wx(lGxv)=0

u
W.
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