


Pierwiastek z liczby zespolonej

Twierdzenie: Istnieje doktadnie n roznych pierwiastkow n-tego stopnia z kazdej

liczby zespolonej roznej od zera, tzn. rozwigzan rownania W" = Z i wszystkie te

pierwiastki daja sie zapisac wzorem, w ktorym k=0, 1, ..., n—1:

Wy = Q/H(Cosq) +r]2kn +i sin® +nan) = Q/H exy{i (P+nZk“)

Przykiad: Znajdz wszystkie rozwiazania rownania 22 = 1

Math

Player

Im z A
.0+ 2Kn k=0 k=1 k=2 i
W, =%/Iexp(l 3 ): 21 2 lef__ -
w,=1 w,=e? w,=e ¥ , R
/ \
Wiasnosci pierwiastka n-tego stopnia z l.z. 1: ,'/ \27!:/3 \
. I 27/3 1 Wo
O mk=exp(|2ﬂ) gdzie k=0,1,..n-1 T ] >
n ) ) Bl j '+ Rez
\
| (Dk(D| - O‘)k+| O‘)k - (O‘)l) (O‘)l) = \\ 275/3 //
n-1 n-1 n-1 K i N e
k . 2 e’ -1 -
u 0y = ((’31) =Z(9Xp(|—n)) = " =0 W, R Rl Math
k=0 k=0 k=0 n e'? _1 -1 Player
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Zespolony logarytm i zespolona potega

Definicja: Logarytmem naturalnym z liczby zespolonej z (ozn. Ln(2)) nazywamy

liczbe zespolona w taka, ze z=¢e".

Zapiszemy liczbe Zw postaci wyktadniczej i znajdziemy jej logarytm:

Math
Player

z=|z|exp[i(Arg(z)+2kn)] = In(z)=In|z+i(Arg (2)+2kn)

Przyktad. |n(—i)=|n(exp(i(—£+2kn))j=i(—£+2kﬁ)=—i£ i3_“ i7_“,..

2 2 2° 27

Definicja: Niech Zi W e C. Potega liczby Z = |Z|e'® (gdzie faza ¢ = Arg(2)+2kn)

o wyktadniku W nazywamy wielkos§é Z " = exp(W In(2)) = | 2] " exp(ipW) gdzie

|Z|w _ |Z|Rew |Z|i Imw _ |Z|ReW ei|m win|Z oraz ei(pw _ e—(plm wei(pReW

Awiec: |2 =|2"" e ®™" oraz arg(z")=In|zlm w+oRew
Przyktad: Oblicz z=i ~2

2

z=e¢"? =" = exp[—Zi Inei(Zmﬂ = exp[—Zi | (£+ 2kn)} = g™
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F. trygonometryczne zmiennej zespolonej

Definicja: Korzystajac z postaci biegunowej i trygonometrycznej liczby zespo-

lonej mozemy zdefiniowac funkcje sinus i cosinus w hastepujacy sposob:
1
2i
Uwaga: Definicje te spetniaja wszystkie tozsamosci trygonometryczne.

Definicja: W analogiczny sposob definiujemy sinus i cosinus liczby zespolonej:
1
21
Uwaga: Takze te definicje spetniajg wszystkie standardowe wzory trygonometryczne, np.:
sin(-z) =-sinz cod-z) = cog sihz+ codxz=1 sitiz=2 s ca

1

coS z— Sirf z= Z(eiZ + e‘iz)2 +%(eiZ - e‘iz)2 = %(ei22 +e22) = cos2z

Interpretacja funkcji zespolonej sinZ

| o 1,
sinx = —(e™* —e™ cosx=§(e'x+e X

sinz==(e?—e" cosz=§(e'z+e'Z

sinz= sin(x+iy)=%(e‘(x+‘y)—e‘i(x“y))=%[e‘y(cosx+i sinx)—e’ (cox+i sirx)]=

=sinx[%(ey+e‘y)}+icosx[%(ey—e‘y)}= sinx costy+i coz sink Math
Player
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Funkcje hiperboliczne zmiennej zespolone;

Definicja: Funkcje hiperboliczne zdefiniowane sa w nastepujacy sposob:

sinhx=%(ex—e‘x) coshx=%(ex+e‘x)
Wiasnosci funkcji hiperbolicznych:
sinh(=x) = —sinhx coshH—x) = coskx coshx — simhx =1
sinh2x = 2 sinh x coshx coshx + sinhx= coshx tank = sinh X
coshx

Definicja: W analogiczny sposob definiujemy sinus i cosinus hiperboliczny
liczby zespolone;:

Math
Player

sinhz=%(ez—e‘z) coshz=%(ez+e‘z)

Uwaga: Istniejg nastepujace zwiagzki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi i hiper-
bolicznymi zmiennej zespolone;j:

Siniz=1sinhz co9z= coslz sinlz=1 siz coskz= ca&
Przyktad: Oblicz cos(n—I)
cos(r—i)= cost cosh-1)-i sin sinb-1)=- codhl)=- coshk —1543
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Relacje réwnowaznosci i klasy

Definicja: Relacja okreSlona na zbiorze A nazywamy dowolny test porownawczy

pomiedzy uporzadkowanymi parami elementow elementow zbioru A. Jesli para

(a, b) e A x A spetnia ten test, mowimy, ze A pozostaje w relacji do b, (a > b).
Definicja: Relacjg rownowaznosci okreslong na zbiorze A nazywamy relacje

ktora jest:
> zwrotna: YVae A, ar> a

> symetryczna: a,be A, apb=Dbp>a

> przechodnia: ab,ce A, (apb)a(b>c)=arc
O elementach a,b € A méwimy wéwczas, ze ,a jest rownowazne b’
Definicja: Klasg rownowaznosci elementu a € A nazywamy zbior wszystkich elementow

A pozostajgcych w relacji rownowaznosci z a, [[a]] = {b e A:bp> a}
Twierdzenie: Jesli > jest relacja rownowaznosci na A oraz a,b € A wtedy albo
[aln[bl=2 albo [al=I[bl

a wiec dowolny element klasy mozna wybrac jako reprezentanta tej klasy.
Przykiad: A - zbiér ludzi: a> b - ,ajest starszy od b” - nie jest relacjg rownowaznosci.

a> b- ,aibmajatego samego dziadka ze strony ojca” - jest relacja rownowanosci.
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Algebra wektoréw

Definicja: Skalar to wielkosc¢ fizyczna, ktora posiada tylko wartosc (liczba).

np. temperatura, czas, masa, ...

Definicja: Wektor to klasa rownowaznosci par punktow, /
czyli zorientowanych odcinkow, ktore przeksztatcaja sie / /
w siebie przy przesunieciu rownolegiym.

np. wektor potozenia, sity, predkosci, ...

Symbole wektoréw: PQ d a P d > Q

Dodawanie wektorow (reguta rownolegtoboku):

—

Qy

Odejmowanie wektorow: g — b=3+ (—6)
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Algebra wektoréw

W wyniku mnozenia wektora przez liczbe rzeczywistg otrzymujemy wektor o

tym samym kierunku co wektor oryginalny i proporcjonalnej dtugosci:

. 4 Q0 P2 Q P ra >Q [PQ|=1[PQ
Wiasnosci:  (Ap)d =2 (pd)=p(1a

}\(é+6)=}\,é+}\,6

(A+p)a=»rd+pd

Przyktad: Niech punkt P dzieli odcinek AB w stosunku A : u. Znajdz wektor potozenia
punktu P jesli wektory potozenia punktow A i B sa znane i wynosza odpowiednio a i b.
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Kombinacja liniowa wektordw

Definicja: Wektor b nazywamy liniowg kombinacja wektorow v, ,v,,....V,

jesli istnieja state c,, c,, ..., ¢, takie, ze: 6 —CV +CV. +  4+CV
— LV T LV T T LV

Definicja: Mowimy, ze wektory V,,V,,...,V, sa liniowo zalezne jesli istnieja

state c,, C,, ..., C, , hie wszystkie rowne zero, takie ze:
c,V,+CV,+...+Cc V. =0

Jesli powyzsza rownosS¢ zachodzi tylko wtedy gdy wszystkie state c,, C,, ..., C,,

sa jednoczesnie rowne zero, to o wektorach V,,V,,....V. mowimy, ze sa

liniowo niezalezne.

Uwaga: Powyzsze operacje mozna okreslic dla wektorow w dowolnej liczbie wymiarow.
Wiasnosci:

= kazdy zbior m+1 lub wiecej m-wymiarowych wektorow jest liniowo zalezny.
= jesli dany zbior wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy podzbior tych wektorow
jest rowniez liniowo niezalezny.

= kazdy zbior wektorow o tym samych wymiarze, zawierajacy wektor zerowy, jest
liniowo zalezny.
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Kartezjanski uktad wspétrzednych

< Z

A

P1(x1,}’1,21) Pz(xz, Yo Zz)

Z = constant

0,0, 2) /
O, y, 2)

(x,0, 2) B(x,, 5, 21)
0%‘_“ .P(xaysZ) A(xz,yl,ZI) y
>  T~~__ 0,50 x
// \y Odlegtos¢ pomiedzy punktami P, i P,
(x, 0,0) \ znajdujemy z twierdzenia Pitagorasa:
y = constant
x X =constant (x, y,0) ‘P1P2‘=\/(X2_X1)2+(YZ_Y1)2+(Zz_z1)2
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Wspétrzedne wektora i wektory bazowe

A 0P2 = x2i + y2j + ng

A

P(X:U y17 Zp

Z\ Q(X27.y27 22)

/

Reprezentant
wektora PQ

(v] - V2, v3)

wektorow:

Py(xy, ¥5, 25)

[~ Pi(x1,51,21)
OP, = x)i + y,j + z/k
Dysponujac trzema réznymi wektorami, €, €, , €, nie lezacymi w jednej ptaszczyznie,
mozna w tréjwymiarowej przestrzeni dowolny wektor 8 zapisaé jako kombinacje tych

3
d=2a,8 +a,6,+a,8 =) a8

=1

€

!

!

Wektory & .8, . 8, nazywamy baza w przestrzeni R, natomiast skalary a, ,a,,a, to
€:6,6 1 3

wspofrzedne wektora a w tej bazie. Mowimy, ze wektor zostat roztozony na sktadowe.

—_

Dla wspétrzednych kartezjanskich w R® stosujemy oznaczenia: g = i g, = ]
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Algebra wektorow na wspéirzednych

Dodawanie i odejmowanie wektorow:
a+h=(a,i+a,j+ak)t(bi+bJ+bk)=
=(a, th,)i +(a,tb,)j+(a, £h,

Wygodny sposob zapisu wektora: a
X

a=(a,,a,,8,) b d=|a,

a

0

X Dtugos¢ (modut) wektora: |a| = \/ a
Mnozenie wektora przez

~ 3 d, a
liczbe: Ad= (xax,xay,xaz) = wektor jednostkowy: a = |a| — (TB ’| y ’| zj

Przyktad: Dane sa wektory V, = i+ 3T + 6k oraz V, = i -2k . Znajdz ich sume,
modut sumy i wektor jednostkowy o tym samym kierunku i zwrocie co wektor V, + V,

0=V, +V,=(i +3]+6k)+(-i —2k)=3]+4
0l=v0?+3°+42 =25 =5 czyli Gi=
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Iloczyn skalarny wektoréw

—

Definicja: lloczynem skalarnym dwoch wektorow ai b nazywamy liczbe:

4-b = |allblcoss
gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami di b.
Uwaga: W dowolnej liczbie wymiarow iloczyn skalarny jest liczba.
Wiasnosci:
= przemienny: 3-b=Db-3
= liniowy w kazdym z argumentow (a, B € R):
a-(ab+pc)=cd-b+pa-c

= Dwa niezerowe wektory sg ortogonalne (prostopadte) 1

jesli ich iloczyn skalarny jest rowny zero: 5. = () |b|COSH

~
[T

A 4

QI

Przyktad: Wektory bazowe w uktadzie kartezjanskim spetniaja relacje:

i-i=j-j=k-k=1 i-]j=]-k=k-i=0
Obliczanie iloczynu skalarnego:

—>

3
=1

.. = = =2 = = =
Diugos¢ wektora: ad-a = |a| = |a| =+d-a
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Iloczyn skalarny wektoréw

Przyktad: Znajdz kat pomiedzy wektorami 3 =1 + 2T + 3Kk oraz b =2i + 3T + 4Kk
a-b

b = |a/lblcost = co® =

5.p=1-2+42-3+3-4=20]
Al=V12+22+32 =14 ‘> cosf=—22  ~09926 = =012 rad

- V1419
b= 2% + 32+ 4% =29

. . - 2. h a b, a b,
Cosinusy kierunkowe wektorow: cosd = 2 b a,b

FEREIEN l |b| El
wielkosci a, / 3] oraz b/ |6| gdzie i = X, y, Zto cosinusy kierunkowe wektorow ai b.
1 dlai=|

0 dlai# |

Delta Kroneckera (i.j=1.2): §; = 6 =6 = {

[ —

Skiadowe wektorow w bazie (S

él e
(Zuek] uk (&-&)= Zuék,_u
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Rozktad wektora na dowolne sktadowe

Przyktad: Roztozy¢ wektor (] na sktadowe: rownolegta i prostopadta do wektora V.

-2
v
skladowa skladowa — . -
rownolegla do V prostopadla do V u—proj;u
gdzie rzut wektora (j na wektor V dany jest przez:
Do |- v U-vv d-v. _
proj,U = |Ulcos — = — == —-V _ - v
vl [l Wl g | > >

Metoda ortonormalizacji Grama-Schmidta w 2-dim: proj; U

Rozwazmy dowolng baze {éil , éz} w 2-dim przestrzeni. Chcemy utworzyé takie
kombinacje liniowe tych wektorow aby otrzymane wektory byty ortonormalne.

: . . . " a Math
Jako pierwszy wektor poszukiwanej bazy wybieramy: e, = ﬁ Peayer
a
Drugi wektor otrzymujemy odejmujgc od 5.2 jego rzut na wektor ér
Y = (= AN~ —_— o .~ &
€ =3, - (a2 .el)e1 i odpowiednio normalizujac do e, = ﬁ
)
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