


Definicja: Permutacja zbioru liczb {1,2,...,n} nazywamy dowolna réznowarto-
sciowq funkcje okreslonag na tym zbiorze i o wartosciach w tym zbiorze.
Uwaga: Liczba wszystkich permutacji wynosi n!

Permutacje zapisujemy w formie tabeli: ~ f = ( i %1) f %2) f ?n))
Permutacja identycznosciowa: | = (% % 2)

lloczynem permutacji f i g jest ztozenie tych funkcji: f o Q(i)E f (9('))
Przyktad: Niech f = (:13 42} :13 ‘2}] oraz (= (% 42} % ‘1})

Wtedy fog:(1 2 3 4) 12 3 4)

4 2 1 3) oraz 9°f:(3 1 2 4
Definicja: Niech © bedzie permutacja okreslona na zbiorze {1,2, ...,n} oraz niech
r bedzie najmniejszg liczba catkowita taka, ze (i) = I. Wowczas zbior r roznych

. r-1
elementow {nk (I )}k=0 nazywamy I-wyrazowym cyklem permutacji .
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Permutacje - rozktad na cykle

Przykiad: n1=(:13 AN 2]:(1374)(25)(68) oo
nzz(% A g]:(125)(36748)
nloTcz:(é R g]:(15387)(2)(46)
m, om, = (1374)(25)(68)(125)(36748) = (15387)(2)(46)
Dwa cykle (iy,i,,...,i, )Joraz (j;, j,, ..., )| Jnazywamy roztacznymi jezeli zbiory
liczb {i1 Ay, ...,ik}oraz {ji, ]2, ...,jl} hie maja elementow wspolnych.

Twierdzenie: Kazdg permutacje mozna roztozy¢ na iloczyn roztacznych cykli.

Definicja: Permutacje © w ktorej jeden cykl ma dtugosc¢ r, a pozostate maja
tylko po jednym elemencie, nazywamy permutacjg cykliczng o diugosci r.
Definicja: Permutacje cykliczng o dtugosci 2 nazywamy transpozycja.

Przyktad: m, = (143)(24)(356) = (

1 2 3 4 5 6)_
4 3% 0 6 1)—(142356)
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Parzystos¢ permutacji

Twierdzenie: Dowolny cykl o diugosci I mozna roztozy¢ na I'—1 transpozycji:

(iliiz""!ir): (il | )(il ’ir—l) "(il j3)(i1 12)
Uwaga: Chociaz rozktad na transpozycje nie jest jednoznaczny, to mozna pokazac, ze

parzystosc rozktadu (tzn. czy liczba transpozycji jest parzysta czy nie) jest jednoznaczna.
1

(1234)=(14)(13)(12) = (14){34)}34)(23)@@(233(13)(12)

1 1
Twierdzenie: Dowolna permutacja moze byc¢ roztozona na iloczyn transpozycji.

Parzystosc rozktadu jest jednoznacznie okresSlona.

Definicja: Permutacje nazywamy parzysta (nieparzysta) jesli moze byc¢ rozto-
zona na iloczyn parzystej (nieparzystej) liczby transpozyciji.

Okreslenie: Nieporzadkiem w permutacji 1 nazywamy kazdag pare liczb i, |
takg ze i < j oraz n(i) > n(j). A wiec parzystosc permutacji mozna okreslic
zliczajac nieporzadki: n( j )_ (i) . {

+1 parzysta
—1 nieparzysta

H -

i<j J_I
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Parzystos¢ permutacji

Dowod: Poniewaz & jest permutacja wiec istnieja takie ki [, ze:
n(k)=i oraz =(l)=]

Jesli | >k wowczas w liczniku wystapi n(l )— n(k) =]—I
Jesli k > wéwczas w liczniku wystapi ©(k)—n(1)=-(j—i)

Przyktad: Zbadaj parzystos¢ permutacji

n=(3 231387 §)-amenee=-u0070305)6)

Liczba nieporzadkow: 35712846 =2 T
5712846 =3
712846 =4 :
12846 -0 p.ermutaCJa
27846 =0 nieparzysta
846 =2
46 =0

s
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Symbol catkowicie antysymetryczny

Definicja: Symbolem catkowicie antysymetrycznym w N wymiarach nazywamy:

r

. (1 2 nj. :
+1 jezeli permutacja o i jest permutacjq parzysta
= b2 "
Ciyiy - iy —1 jezeli jest permutacja nieparzysta
| 0 jezeli nie wszystkie liczby sg r6zne

Wybrane wlasnosci (dowody przez pokazanie, ze Li.=
2

P, dla wszystkich L, K, ...
2

[ | 2'dim: |k8 8|k8 6”8”( Z 8ik8jk = 6” Z 8”8” = 2
] k=1 i,j=1
= 3-dim: J
3 3 3
zgijkglmk = 6iI8jm _Simsjl Z €ijk€ijk = 28, z €ijk&ijk = = 3!
k=1 j.k=1 ] .k=1
= 4 dim
4
Z 8|Jksslmks ( |I6 8imSjI) Z SIJKSSUKS !8|I Z 8|Jks Iij
k,s=1 j.k,s=1 i,j.k,s=1
= Math
- n-dlm' Player
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Iloczyn zewnetrzny w R?

lloczyn zewnetrzny dwoch wektorow jest obiektem, ktorego rodzaj zalezy od
liczby wymiarow. Na ptaszczyznie iloczyn zewnetrzny jest liczba.
Definicja: lloczyn zewnetrzny wektorow w 2D przestrzeni Euklidesa to liczba:

yA Math

Player

2
i k=1

= |dl[VI(cosa. sir — siro cof) =

= |allvlsin(B — a) = [dllv| siny
Interpretacja geometryczna:
Powierzchnia

= |G||V]sin® = T A V|

Wiasnhosci iloczynu zewnetrznego w 2D:

= antysymetryczny: UAV=-V AU
m liniowy (o, B € R):

|
v/
|l = |v||sin ] UA(aV+BW)=alAV+BlAW
| L
5 | = UAnl=0
' 5 > = okresla skretnos¢ uktadu: € A€, =1

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 3-7



Iloczyn zewnetrzny (wektorowy) w R3

Definicja: lloczynem wektorowym dwoch wektorow U i Vnazywamy wektor

o sktadowych: o : A
k=1 ‘ ),.

lloczyn wektorowy jest wektorem prostopadiym ==
do obu wektorow sktadowych i ma wartosc:

- - — v

I ] K “T .
0xV=lu uou= [

vV, V, V, u

= (VRVARITRVA TR (VRYARSTAA) N (VAVARSITAVA) | /8=

=|dllv|siny
v - kat pomiedzy wektorami uiVv

N - wektor jednostkowy, prostopadty do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory Ui V.

Uwaga: Dowod powyzszej rownosci przez przedstawienie
sktadowych za pomoca cosinusow kierunkowych.

vXu
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Iloczyn wektorowy w R3

lloczyn wektorowy jest wektorem ortogonalnym do kazdego z wektorow

sktadowych:  _ 3
-(TxV) Z ZS.,kU V, = g iUV, =0

=1 k=1 I,j,k=1
v-(Gxv)=0
Wiasnhosci:
antysymetryczny: (ixV=-VxlU = Uxu0=0
+

liniowy (o, BeR): {ix (aV +BW) = alixV

BUxw

= okresla skretnosc¢ uktadu:
(TGxV)xW# Ux(VxW)\

Przyktad: Pokaz, ze jesli 4 = b + AC dla pewnej
ALeR, wtedy 3xC=DbxC

dxC=(D+AE)xC=DxC+AExC=bx¢ \
— X
Uwaga: Z powyzszego nie wynikaze @ = D i=jxk=—(kXj)
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Iloczyn mieszany wektoréw

3 U, U, Us
lloczyn mieszany: G-(Vx W)= Z EUiVW, =V, V, V3=
k=L Wy Wy W
= Uy (VW5 = V3W, ) + U, (V3w — Viws ) + Uy (Vi W, — VoW )
Wiasnosci:
G-(Uxw)=w-(Gxv)=v-(Wx0)=-0-(WxV)==V-(lxw)=-w-(Vx0)
Interpretacja geometryczna: ‘VT/ (U V)‘ jest objetoscia rownolegltoscianu
zbudowanego na wektorach U, Voraz W
All XV
Wysokos¢ = |w| |cos 6| > pole podstawy
>
lux vl
= —
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Podwd jny iloczyn wektorowy

Podwoéjny iloczyn wektorowy: (i x (V x W)

Wiashosci:

(@) jest ortogonalny do (V X W) tzn. U X (V X W) oV + BW przy czym a, 3 nie
zalezaod Ui V.

(b) jest liniowy w sktadowych U,V i W.
(c) jest ortogonalny do U

@+©=> aV-0)+p(w-0)=0 = a=c(w-i), p=-c(v-U
élx(é1Xé2)_é1Xé3 -6, gdzie c nie zalezy od U, V i W.
(6-6)é -(&-6)6 =6 Ox (Vx W) =(0-W)v-(T-v)w

Wprost z definicji iloczynow skalarnego [ wektorowego

(Gx(VxwW)) = Z gl Z €1 V| W Z U,V W,, Zskusklm .

j.k=1 [ ,m=1 j,l,m=1

= 3 Uy (58,0 -8,5, ) - [Zujwjj (B w

}:>0+1

j,l ,m=1

—

ezyli Gx(VxW)=(G-W)V=(G-V)Woraz (GxV)xw=(G-w)v—-(V-W)i
Prawdziwa jest wiec tozsamosc: U x (V X W) +V X (Wx u)+ W X (u X V) =0
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Linia prosta w pr'zes‘rrzenl 3D

Rownanie prostej w przestrzeni: Z

Po(xg, Yo,
V to wektor rownolegty do proste;j, 0(Xo, Yo- Zo)

Fo to wektor wodzacy dowolnego punktu P, proste;. . M@S

r=r,+vVt — réwnanie parametryczne (—oo <t < o0) —
FxV=F,xV =b - réwnanie w postaci normalnej .
Przyktad: Odlegtosé d pomiedzy dwiema nieréwnoleglymi \ ,
i hie przecinajacymi sie prostymi: r=r+v,t

F=r,+V,t x

Niech ai b beda koncami odcinka prostopadtego do obu linii, odpowiednio na linii 1 i 2:

_'Ta=f1+\i1t1 F.—F, = YIXYZ d
=0, +V, 1, |V, x ¥,
Z powyzszych zwigzkow otrzymujemy:
. V,x V - (-1)-(V,xV,)
r,— > L —V t, = ‘V xvz‘d /'(VIXVZ) = d= : ‘\illxv:‘ :

Whiosek: Dwie linie przecinaja sie gdy jest spetniony warunek (F2 —T, ) : (\71><\72 ) =0
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Ptaszczyzna w przestrzeni 3D

Rownanie ptaszczyzny w przestrzeni:

U,V to dwa wektory nie lezace na tej samej linii, Plane M

N to wektor prostopadly do ptaszczyzny. /
P(x, y, z)

r=r,+od+ Vv — réwnanie parametryczne
r-Nn=r,N=d - réwnaniew postaci normalnej

Przyktad: Odlegtosc punktu od ptaszczyzny:

Jesli P jest dowolnym punktem ptaszczyzny, to odlegtosc z
punktu S od ptaszczyzny jest réwna rzutowi wektora PS m i Bl 2]+ bk

) 5(1,1,3)
ha kierunek wyznaczony przez normalng do ptaszczyzny

przechodzaca przez punkt P, czyli:
3x+2y+6z=6 ?(0,0,1)
|

| /
= s
<o e
0,T~~_
s | e

(T—2T+3E)-(3i +27j +6k)‘= 177 ‘/(/2/,0,0) P(0,3,0)
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Pojecie przestrzeni wektorowej|

Definicja: Zbior V nazywamy przestrzenig wektorowa (liniowa) nad ciatem liczbowym

Q = R lub C, jesli zdefiniowane sg dwa wzajemnie uzgodnione dziatania na jego elemen-
tach (wektorach), dodawanie oraz mnozenie przez liczby z Q, posiadajace nastepujace

wiasnosci (musza by¢ spetnione dla kazdego C,C, ,C, € Q ikazdego i, V,We ) ):
A V,WeyV = V+WweV

R2) (V+W)+T=v+(W+0)

(A3) V+W=W+V

(A4) istnieje wektor zerowy6 e YV taki, ze 6 + V = V dla dowolnegoV € V

(A5) dla kazdegoV € V istnieje wektor przeciwny —V € V taki, ze V + (=V) = 0
(M1) CV eV dlawszystkichCe Qi VeV

m2) (c,c,)V=c,(c,V)

(M3) c(V+W)=cV+cw

(M4) (¢, +¢,)V=cV+C,V

(M5) istnieje liczba 1 € Q taka, ze 1V = V dla dowolnego V € V
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Baza w przestrzeni wektorowej V

Definicja: Zbior liniowo niezaleznych wektorow {él 6, ...Tﬁ} nalezacych do

przestrzeni wektorowej VYV nazywamy baza, jesli dowolny wektor V € Y moze
P . . n

byC zapisany w postaci: V= Z ve

i=1
Liczbe n hazywamy wymiarem przestrzeni V i oznaczamy dimV).
Twierdzenie: Rozktad wektora na sktadowe w ustalonej bazie {g ,§, ,...;¢}

jest jednoznaczny.
Dowdd: Niech wektor X ma w bazie {_éi } dwa zestawy wspétrzednych X; oraz Y;:

n 3
i=1

n
X = Z G
=

Uwaga: dowolny zbior n liniowo niezaleznych wektorow tworzy baze w n wymiarowej
przestrzeni wektorowej. W nowej bazie zmieniajg sie wspotrzedne wektoréw, np. w

. - . N n R
bazie {el’} mamy: % = ; X'e

= Zn:(xi-yi)éi=6 = X, =Yy, dai=12,..,n
i=1

J
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Tloczyn wewnetrzny (skalarny)

Oznaczenie: v=|v) (V] = |\7>*

Definicja: lloczynem wewnetrznym (skalarnym) wektorow z przestrzeni wekto-
rowej V nad ciatem C nazywamy przyporzadkowanie uporzadkowanej parze

(\7, \Tv) dowolnych wektoréw V, W € V liczby zespolonej, oznaczanej przez (V| W)
jesli spetnione sg nastepujace warunki:

= (V]9,)=(V,|V,)

= (V,|cV,)=c(V,|V,) dlakazdegoceC
- <v1+v2|v>=<v1|v>t<v2|v>

= (V[V)>0 jesliV#0

= (V|V) jest zawsze liczba rzeczywista
—_ —_ * —_ —_
= (v, |V,)=c (V,|V,)
= (V] + V)= (V]) +(V]Y,)
Uwaga: W przypadku przestrzeni wektorowej na ciatem R iloczyn skalarny dowolnych

dwoch wektorow ma z definicje wartos¢ rzeczywista.
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