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Symbol catikowicie antysymetryczny.

Definicja: Symbolem catkowicie antysymetrycznym w N wymiarach nazywamy:

Iy i2 in

-1

Wybrane wlasnosci (dowody przez pokazanle ze L

m 2-dim: €y = 5.k5 8i|8jk
= 3-dim:
3
Zsijkslmk =0)0jn —Oim0j
k=1
n 4- dim
Z Eijks€imks = ( II6 Slmsﬂ)
k,s=1
= n-dim: 22:;‘;

C . (1
+1 jezeli permutacja (i |
1 2 7 In

jezeli jest permutacja nieparzysta
| 0 jezeli nie wszystkie liczby sa rozne

j k=1

ny. .
i ) jest permutacja parzysta

«.= Py dla wszystklch LK, .

ZS,JS =2

I,j=1

2
Z |Jk8 k_3

i jk=1

2
Z glij IJkS=

i,j.k,s=1

ZSIKSJK = 0;

2
Z Eijkijk = 25,

2

Z 8|Jksgljks =

j.k,s=1
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Lloczyni zewnetirzny: wiR?

lloczyn zewnetrzny dwoch wektorow jest obiektem, ktorego rodzaj zalezy od
liczby wymiarow. Na ptaszczyznie iloczyn zewnetrzny jest liczba.
Definicja: lloczyn zewnetrzny wektorow w 2D przestrzeni Euklidesa to liczba:

2
— - _ A Math
UAV = E Sijij - u1V2 - u2V1 — y Player
k=1

=Tl[v|(cosa siB - sim cof) =

=|dllvlsin(a—B) =adl[v]siny
Interpretacja geometryczna:
Powierzchnia

—|tl||v|sin@ =T A V|

Wiasnosci iloczynu zewnetrznego w 2D:

= antysymetryczny: UAV=-V Al

|
v : = liniowy (a, B € R):
' = |v||sin 6] GA(oV+BW)=alAV+BlAW
| .
o | = UAU=0
' - > = okresla skretnosé uktadu: € A€, =1
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Lloczyn zewnetrzny: (wektorowy) w R2

Definicja: lloczynem wektorowym dwoch wektoréow U i V nazywamy wektor

3
o sktadowych: o Al
y (UXV)l — ZS,JKUJVK UXVJ’L
j,k=1 ' )
lloczyn wektorowy jest wektorem prostopadtym é)—
do obu wektorow sktadowych i ma wartos¢:
— - — v
I T “T .
o1 N — — Math
UXV = u1 u2 u3 o Player o
V1 V2 V3

L AR TRV F (TRVAR TRV R (TAVARR TRV 1=
=|adllvlsiny A
vy - kat pomiedzy wektorami U i V

N - wektor jednostkowy, prostopadly do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory Ui V.

Uwaga: Dowod powyzszej rownosci przez przedstawienie
sktadowych za pomoca cosinusow kierunkowych.

vXu
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Lloczyn wektorowy wi R>

lloczyn wektorowy jest wektorem ortogonalnym do kazdego z wektorow
3

sktadowych: . . . & <
U-(UXV)=ZU| ZSWUJVK - SiijinVk =O
i=1 k=1 I,j,k=1

=
v-(xv)=0
Wiasnosci:

—

antysymetryczny: UxV=—-VxU = uUxi=0
+

o’

liniowy (a., B € R): Ux(aV+BW):aUxV BUx W .

= okreSla skretnosc uktadu:

s (GxV)xwW= Ux(va‘V)\
Przyktad: Pokaz, ze jesli 4 = b + AC dla pewnej

A eR,wtedy axC=bxC

AxC=(D+AE)xCE=DxC+ACXE=DxE \
— X
Uwaga: Z powyzszego nie wynika ze d = D i=jxk=-(kxj
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Iloczyn mieszany wekiorow

3 U U U
lloczyn mieszany: U-(VxW) = Z EiUViW, =|V;  V, V3=
) Wi W, W

= Uy (Vo W5 — V5W, ) + Uy (VW — VW5 )+ Uy (VW5 — VoW )
Wiasnosci:
G-(UxW)=w-(GxV)=v-(WxT)=-0-(WxV)=—V-(GxW) =-w-(VxT)
Interpretacja geometryczna: |W-(U \7)| jest objetoscia rownolegtoscianu
az

zbudowanego na wektorach U, V oraz W.
A
uxy
Wysokos¢ = |w| [cos 6 - pole podstawy
| lux v
T —
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Podwojjny ileczyniwektorowy

Podwadjny iloczyn wektorowy: i x (Vx W)

Wiasnosci:

() jest ortogonalny do (VxW) tzn. Ux(VxW) =av+ BW przy czym a, B nie
zalezgod U i V.

(b) jest liniowy w sktadowych U,V i W.

(c) jest ortogonalny do U

@+c)> a(V-0)+p(W-G)=0 = a=c(w-0), B=-c

& x(8x8)=8x8 =-& gdzie ¢ nie zalezy od U,

(&-&)&-(&-6)&=-6 Ux(Vx W) =(0-W)V—(T-V)wW

Wprost z definicji iloczynow skalarnego | wektorowego

(Gx(VxW)), = Z €U, Z € VW Z TAATTS Zak”aklm =

j.k=1 I,m=1 i, ,m=1

J;_luvl (815 = 518, ) = (zujwj) (zujvjj

czyli Gx(VxwW)=(TG-W)V—=(T-V)W oraz (GxV)xw=(G-w)V-(V-w)Q
Prawdziwa jest wiec tozsamos¢: Ux(VxW)+Vx(WxT)+wx(lGxv)=0

}:>c+1
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Linia prosta w przes’rrzem 3D

Rownanie prostej w przestrzeni:

J P , ,
V to wektor rownolegly do proste;j, 0(¥0» Yo» Z0)

Fo to wektor wodzacy dowolnego punktu P, prostej. ! %

=f,+Vt — réwnanie parametryczne (—oo <t < o) o——-"v"‘)

=l

XV=r,xV =b — roéwnanie w postaci normainej

Przykiad: Odleglosé d pomiedzy dwiema nieréwnoleglymi \ ,

=l

i nie przecinajacymi sie prostymi: r=r+v,t
I =0,+V,t x
Niech ai b beda koncami odcinka prostopadtego do obu linii, odpowiednio na linii 1 i 2:
fazfl-l_\il 4 F_F, = VXV, d
M, =r,+V, 1, ‘VIXVZ‘
Z powyzszych zwigzkow otrzymujemy:
V V - - F —I? . \7 X\T
T, =+, 1, -V, t, =~ 2 ( [-(V %V ,) = d=(2 ) (7,x7,)

‘levz‘ ‘levz‘

Whiosek: Dwie linie przecinaja sie gdy jest spetniony warunek (7,—f,)-(V,xvV,)=0
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Ptaszczyzna wi przestirzeni 3D

Rownanie ptaszczyzny w przestrzeni:

U,V to dwa wektory nie lezace na tej samej linii, Plane M

N to wektor prostopadty do ptaszczyzny. /
IHG T 72

r=ro+od+ f/ — rownanie parametryczne
o ) . . . Polxg, Yo- 20)
r-n=r,-N=d — réwnanie w postaci normalnej

Przyktad: Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny:

Jesli P jest dowolnym punktem ptaszczyzny, to odlegtosc -

punktu S od ptaszczyzny jest rowna rzutowi wektora PS n=3i+2j+6k

. S(1,1,3)
na kierunek wyznaczony przez normalng do ptaszczyzny

przechodzaca przez punkt P, czyli:

3x+2y+6z=6 ?(0,0’1)
|

ey ﬁ s
d = ‘ PSH = Sl :// Odlegtos¢ punktu
9/I\\"“*~-h\ S od ptaszczyzny
— —_ — 4 | H“-""‘x
- - — 3i +2+6k 17 ,’/ >
= (I —2j +3k)-( 7J ) = /(2,0,0) P©,3,0) >V
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Pojecie przestirzeni wektorowe)

Definicja: Zbior YV nazywamy przestrzenig wektorowg (liniowa) nad ciatem liczbowym

Q =R lub C, jesli zdefiniowane sg dwa wzajemnie uzgodnione dziatania na jego elemen-
tach (wektorach), dodawanie oraz mnozenie przez liczby z Q, posiadajace nastepujace

wlasnosci (muszag byé spetnione dla kazdego C,C,,C, € Q i kazdegolU,V,WeV ):
A1) V,\weV = V+WweV

(A2) (V4+W)+U=V+(W+T)

A3) V+W=W+V

(A4) istnieje wektor zerowya e Y taki, ze 6 + V = V dla dowolnegoV € V

(A5) dla kazdegoV € V istnieje wektor przeciwny =V € V taki, ze V + (—=V) = 0
(M1) CV€eY dlawszystkichCeQi VeV

m2) (66)V=c¢ (V)

(M3) c(V+W)=cv+cw

(M4) (¢, +¢,)V=CV+C,V

(M5) istnieje liczba 1 € Q taka, ze 1V =V dla dowolnego V € V
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Przestirzenie wektorowe - przykiady

s zbior RM*" rzeczywistych macierzy m x n tworzy przestrzen wektorowa nad R.
s zbior C"*" zespolonych macierzy m x n tworzy przestrzen wektorowa nad C.

w szczegblnosci mamy: (%, \ () |
X, 4

R™ =3 " |, x,eR} oraz C™=<| " | zeC}

[\ %n ) , \Z) ,

m zbior liczb rzeczywistych nad R,
m zbior liczb zespolonych nad R oraz nad C,

Definiujemy operacje dodawania i mnozenia przez skalar funkc;ji jako

(f+9)(x)=f (x)+g(x) oraz (af )(x)=of (x)
= nastepujace zbiory tworzg przestrzenie wektorowe nad R:
— zbior wszystkich funkcji odwzorowujacych przedziat [0,1] w R,
— zbior wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych na [0,1]
— zbior wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych rozniczkowalnych na [0,1]

= zbiér P (t) wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach zespolonych nad C.

= zhbior P (t) wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego badz rownego n
o wspotczynnikach rzeczywistych nad R (ale nie nad C).
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Podprzestrzen

Definicja: Niepusty podzbior S przestrzeni wektorowej V nad ciatem Q (S C V) nazywa-

my podprzestrzenig przestrzeni V jesli S tworzy przestrzen wektorowa nad ciatem Q z
tak samo zdefiniowanymi operacjami dodawania i mnozenia przez skalar jak w V.
Twierdzenie: Niepusty podzbior S przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenia wek-

torowqg przestrzeni V wtedy i tylko wtedy gdy spetnione sg jednoczesnie warunki:
(A1) X,ye$S = X+VyeS

(M1) XeS = oXeS dlawszystkich o€ Q

Dowod: S jako podzbior V dziedziczy wszystkie wtasnosci przestrzeni wektorowej V
z wyjatkiem (A1) (A4) (A5) i M(1). Ale (A1) i (M1) implikujg (A4) i (A5):

(M1): XeS = X=(-1)xeS = (A5)

(A1): % (X)eS = %+(=X)eS awiec 0 S = (A4)

Definicja: Podzbior Z={0} przestrzeni wektorowej V jest podprzestrzenia wektorowa

przestrzeni Vi nosi hazwe podprzestrzeni trywialnej.

Przykiad:
m zbior liczb rzeczywistych tworzy podprzestrzen przestrzeni liczb zespolonych nad R,

= zhior P° () jest podprzestrzenia przestrzeni P° (1),
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Podprzestrzenie - przykiady.

= zbiér macierzy (rzeczywistych lub zespolonych) M" * S jest podprzestrzenig M™*"

dlar < moraz s< n (macierzr x Sutozsamiamy z macierzami m x n w ktorych
wszystkie elementy ostatnich m—r wierszy i n—s kolumn to zera).

s zbior L = {( X, y) Ly = ax} jest podprzestrzen przestrzeni R*
(zadna inna linia nie jest podprzestrzenig R?) \

= W przestrzeni R° nietrywialnymi podprzestrzeniami sa linie
proste i ptaszczyzny przechodzgce przez poczatek uktadu,

m przestrzen R™ jest podprzestrzenia przestrzeni R" dla m<n

Twierdzenie: Niech S bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni “‘jjﬁ“
wektorowej V. Zbiér W wszystkich liniowych kombinacji wekto- 1\
row z S tworzy podprzestrzen V. Mowimy, ze zbior S napina

przestrzen Y. Stosujemy oznaczenie span(S).

S={v,,V,,.. %} = span(S)={a,V o, %+ ..+ 0,V | €Q}
Dowod:

X= Zi &V, Y= Zi nV; XY espan(S)

X+y =) (&+mn)V, e pan(S) oraz BX=) (BE )V, € span(S)
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