


Tloczyn wewnetrzny (skalarny)

Oznaczenie: v=|v) (V] = |\7>*

Definicja: lloczynem wewnetrznym (skalarnym) wektorow z przestrzeni wekto-
rowej V nad ciatem C nazywamy przyporzadkowanie uporzadkowanej parze

(\7, \Tv) dowolnych wektoréw V, W € V liczby zespolonej, oznaczanej przez (V| W)
jesli spetnione sg nastepujace warunki:

= (W ]V) = (", [V,)

= (V,|cV,)=c(V,|V,) dlakazdegoceC
- <v1+v2|v>=<v1|v>t<v2|v>

= (V[V)>0 jesliV#0

= (V|V) jest zawsze liczba rzeczywista
—_ —_ * —_ —_
= (v, |V,)=c (V,|V,)
= (V] + V)= (V]) +(V]Y,)
Uwaga: W przypadku przestrzeni wektorowej na ciatem R iloczyn skalarny dowolnych

dwoch wektorow ma z definicje wartos¢ rzeczywista.
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Tloczyn wewnetrzny (skalarny)

Definicja: Méwimy, ze wektory Vi V,sa wzajemnie ortogonalne jesli <\71 |\72> =0

Whiosek: Jedynym wektorem, ktory jest ortogonalny sam do siebie jest wektor

Zerowy <6‘6> =0.
Definicja: Dlugoscia (modutem) wektora Vnazywamy liczbe [V|=+/(V|V) >0

Niech {él 6, ...Tﬁ} bedzie ortonormalng baza w n wymiarowej przestrzeni
n n

ej>=é‘>ij =) a’e b=>"b’e
i=1 i=1

W takiej ortonormalnej bazie wspotrzedne wektora a sa rowne:

(& ‘B=a

3=2(8lae)=2a (%
Natomiast iloczyn skalarny wektorow ai Bdanyjest przez:
(alb) - <z 283 b;e> _Y b (e '+ 33 A (4 =Y ah
i=1

i=1 i=1 i=1 j=1 i=1
| #I

wektorowej: "
C

>
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Tloczyn wewnetrzny (skalarny)

Uogolnienie na przypadek kiedy baza {él 6, ...Tﬁ} nie jest ortogonalna:
Definicja: Metryka w przestrzeni wektorowej ¥V nazywamy macierz (n? liczb):

gu = <ei ‘ %>
lloczyn skalarny wektorow ai bdany jest wowczas przez:
-(Sa8[30%) -3 T ab (¢e)-3 T alab
i= i= i=1 j= i=1 j=
Dtugosc wektora jest zawsze rzeczywista'

9i = gJI = <a|a> Zalgu J_Zagll (a3

i,j=1 i,j=1
W przestrzeniach C" oraz R" wprowadzamy baze naturalna eik — Sik w ktorej

I-ty wektor ma wszystkie sktadowe rowne zero z wyjatkiem i-tej rowne;j 1.
W przestrzeniach R" i C" czesto wprowadzamy definicje iloczynu skalarnego

odpowiednio w postaci:

—>—>

n
(VIW)=> vw, oraz (V|W) VW,
i=1
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Metoda Grama-Schmidta

-

Majac dowolna baze {&, ,8 ,...;} mozna z niej otrzymac baze ortonormalna
{é{ 8, ”ﬁ} stosujac metode Grama-Schmidta. Nowa baze konstruujemy

oo b
| | )
Zadamy aby kolejny wektor byt prostopadty do €;i miat dilugos¢ rowna 1.:

L _&-(d]g)® 1A -

g -2 l8E g0 gyt

& -(&]%)¢

W stosunku do kolejnych wektorow zagdamy, aby byly ortogonalne do
wszystkich znalezionych poprzednio i mialy jednostkowg dtugosc:

o _&-(d[8)e-(Ch9"%  (8[€)=0

rekurencyjnie:

e R PR e . &|&)=1
ot (oo (@g-o &
Ogolnie stosujemy wzor rekurencyjny:
L ¥ SR < PRI
kz]?_| gdzie fk=Q<_2<é|@> e Math
k =1 Player
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Macierze

Definicja: Macierza o wymiarze M x N i elementach &;, gdzie 1 <i <m oraz
1< J < n nhazywamy prostokatna tablice liczb R lub C:

( dyy d, 0 Yy ) ,
Uwaga: | numeruje wiersze,
A = _ dyy Ay, Yy . )
- I:aij ] R oo J numeruje kolumny.
\&m1 Qnz 8y )

Q; = (A )ij

W przypadku gdy M = N macierz nazywamy macierzg kwadratowg stopnia N.

Oznaczenia: A, = (aij )

mxn

Macierz jednowierszowa lub jednokolumnowag nhazywamy wektorem. (0 )

Przyktady: 1 0 1 0 0 1

(1 030)2—1 01 0l (1 03 2) 0

2-i 7 1 1 24 03) (0 0 1 \1+i)

Definicja: Dwie macierze A i B sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy kiedy wszystkie
elementy macierzy A sa rowne odpowiadajacym i elementom macierzy B.

Uwaga: Tylko macierze o tym samym wymiarze moga by¢ sobie rowne.
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Dziatania na macierzach

= Mnozenie macierzy A przez liczbe A (R lub Q): (}WA\)ij = A4,

= Dodawanie i odejmowanie macierzy: A +B = [aij ] + [bij ] — [aij b, ]
Uwaga: Dodawanie i odejmowanie macierzy ma sens tylko wtedy gdy macierze
majg ten sam wymiar.
Uwaga: Dodawanie macierzy jest przemienne itaczne: A+B =B+ A

A+(B+C)=(A+B)+C
Przykiad: Znajdz macierz D = A+2B—C jesli dane sa macierze:

3 1 0 -2 -1 1 4 -4

= Macierz transponowana to macierz ktorej kolejne wiersze zostaty zamienio-

. . . . T
ne miejscami z kolumnami: A= [aij] - (A )nxm _ [aji]
(all dp v Qy ) (all dy aml\
A = Ay dy, v Qg — A EAT _ dp, dy ot Ay
\aml Apy vt a'mn) \aln &, - amn)
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Dziatania na macierzach

Uwaga: Macierz nazywamy symetryczna jesli: A = A’ czyli a; =3

Macierz nazywamy antysymetryczna jesli: A= -A" czyli a; = -4,
Dowolng macierz kwadratowag mozna zapisac jako sume macierzy symetrycznej
i antysymetrycznej:

A=A +A, gdzie A :1(A+AT) oraz Aa:%(ﬂ\ AT)
T_l "y 1ot ) 7 AT=A.-A
Aa_E(A—A ) —E(A ~(AT ))——ZCA A)=A, s ™A,

= Macierz sprzezona w sposéob zespolony: A = [a] - A :[a’:j]

= Macierz sprzezona po hermitowsku to macierz transponowana i taka ktorej
wszystkie elementy zostaty sprzegniete w sposob zespolony:

~(A") =(aT)

Uwaga: Macierz nazywamy hermitowska jesli: A =A" czyli a; = a}
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Dziatania na macierzach

= Mnozenie macierzy:

lloczynem macierzy A, = [&,] i B, = [0;] nazywamy macierz C ., = [C;] ktére;
p

elementy okreslone sa przez: .
G = Zaikbkj
k=1
(all dp o alp\ (Cll Ci Clj Cln\
Ay Ay ot aZp (bll b12 blj bln\ Cii  Cyp C, i Can
. . . . b21 bzz sz b2n _ . . .
Ay d, ‘- aip ; : : : Ciy Ci, Cij Cin
: : . : \bpl bp2 bpj bpn) : :
\aml Any amp) \le Cn2 - ij Cmn)
Przykdad: |5°" 1 1 1 2 3
(1 2 3)/2|=014) 21(1 2 3)=(2 4 6
3 3 3 6 9

1 2)(3 2 1) (11 12 13
3 4)\4 5 6) \25 26 27
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Definicja mnozenia macierzy

Definicja mnozenia macierzy ma uzasadnienie w transformacjach liniowych:
Yi=au X+ 315X, + 383 X; oraz Z,=by Yy, +b,Y,
Yo = Ay X +ayX; +8,X; Z,=by, Y, +byY,
Szukamy zwiazkow pomiedzy zi x:
z, =y, (allxl ta; X, +aX; ) +Dy, (a21X1 tanX, +a, Xs) -
= (buan +b,a, ) Xyt (bnan +by,a,, ) Xy + (bua13 +Dby,a, ) X3
z, =h, (allxl tapX, +a;3X; ) +D,, (a21X1 T aynX; +ay X3) =
= (b21a11 +D,,a,, ) ST (b21a12 +D0,,a,, ) Xy (b21a13 + 0,53, ) X3
W notacji macierzowej mamy:

Niech

( X
()ﬁ):(an g, a13) Xl (lez(bn bn)[)ﬁ)
Y> dy; Qp Ay sz Z, \ b21 bzz Y2
3
\ (%
( 4 j B (bn b12 (an d; A j X
- 2
Z, b21 b22 J\Qy 8y Ay
\ X3
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Wiasnosci operacji ha macierzach

Wiasnosci iloczynu macierzy:

= A, B, » P..=AB Q..=BA = P=zQ

= A(BC)=(AB)C

= A(B+C)=AB+AC oraz (A+B)C=AC+BC

= (ABC)" =AB'C* oraz (ABC) =C™B'AT oraz (ABC) =CB'A "
Dowoéd: (AB)" = B'AT

(AB); =(AB); =Y a,b; =Y (A7), B ) =X B ) (A7) =BAT),

Macierz zerowa to macierz, ktorej kazdy element jest rowny zero:

0 0
= Omxn +Amxn = Amxn O=|: . :
- Om><n anp - Om><p oraz Crxm Om><n = an 0O --- 0
lloczyn skalarny wektorow: / b1 \

a, bl - ~ n
— -t _ * * * *
—a>= az B= b2 <a|b>=ab—(a1 ’a2’ ,a-n) bEZ =Zlal bi
a, b, Y

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 4-11



Macierze kwadratowe

Macierz kwadratowg o wymiarze NxN nazywamy macierzg stopnia .

Definicja: Macierz kwadratowg stopnia N hazywamy diagonalng (d, 0 -« 0)
jesli wszystkie jej elementy poza diagonalnymi sg rowne zero: D= 0 d.zz - 0
D=[d;]  d;=0gdyi#] 0 o0 - d,
Definicja: Macierz diagonalng ktorej wszystkie elementy (1 0 - 0)
na diagonali sgq rowne jednosci nazywamy macierza 01 - 0
identycznosciowa. =1, =[3]= Poono
Dla dowolnej macierzy A zachodzi: IA=Al=A 0 0 - 1)

Definicja: Sladem macierzy kwadratowej A nazywamy sume wszystkich jej elementéw
n

diagonalnych: TrA = a,+a,,+.. +a, = Z a
Wiashosci: i=1
= Tr(A +B)=TrA +rB = TrA'=TrA = TrAf=(TrA )
= TrAB= Z(AB )i —ZZa” ! —ZZbJ,aJ Z(BA ), =TrBA

i=1 j=1 j=1 i=1

Uwaga: Ogolnie zachodzi TrABC =TrCAB =Tr BCA
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Macierze blokowe

Dang macierz A mozna podzielic za pomocg p-1 linii pionowych oraz g—1
linii poziomych na pgq podmacierzy (blokow) Aij 0 wymiarach m;xn, (gdzie

=1, ..,9<m, j=1,..,p<n):
( A Qp A )
\aml A2 Amn )

M- DM

Il
—_

m.

m

n.=n

Uwaga: Dziatania na macierzach blokowych wykonujemy tak samo jak na macierzach
skalarnych. Przy odpowiednim podziale mozna znacznie uproscic rachunki.

Przyktad: (1 21 0) (1 00 0)
A=3401=(CI) B=0100=(| o)
1 0/0 0 | 0 1 2|1 2 C C
0 1|0 0, yoal1 2 3 4|3 4
B=(C |)(| o) (2(: c) 6 8|3 4
| 0J{C C 1 0(0 0
L0 1[0 0,

M. Przybycien

Matematyczne Metody Fizyki |

Wyktad 4-13



Transformacje za pomoca macierzy

Macierze mozna wykorzystac do transformac;ji liniowych obiektow geometrycznych.
Odwzorowanie liniowe z R" do R™ okreslone jest za pomoca macierzy A

T(X)=AX
Wiasnosci: T(6)=6 T()_('+§/')=T()?)+T()7) T(OX)=AT &)
Przyktad:
= T(xy)=(3x+4y,x+5y) = A:(3 4)

mxn*

1 5
= T(x)=-3x = A=(-3)
O T(Y():Y/-)? = A:VT:(Y1 Y: Y3)
o T(X):X)7 = A:y:()ﬁ Y> y3)T
= T(x,v,2)=(xy) = A:((l) (1) 8)

1 1
= T(Xx,y)=(x+y,x-y,2x-3y) => A=|1 —IJ
2 -3

= transformacja identycznosciowa: T ()_(’) =X
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Transformacje za pomoca macierzy

Transformacja liniowa T (7() = AX okreslona za pomoca macierzy ktorej kolumnami
sa wektory V,,V,, ..., V. ma wiasnosé, ze odwzorowuje wektory bazy naturalnej €
w wektory V,,V,, ...,V

'n

Whiosek: Aby znalez¢ macierz transformacji A nalezy znalez¢ obrazy wektorow bazy

haturalnej, a nastepnie zbudowac z nich macierz A. Math
Pe
Przyktad: aver

- skalowanie ( ) '— . 1/2 4*»
= obrot: _ o . .
COSa - SIho —
A_(sina cosoc)* ‘ A: 0 —IJI'

ol me e )

N U, U, %
Rzut na linie w ktorej lezy wektor u dany jest przez T (X) = (U X)U m u,u
2 2
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