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Uktad dwach rownan liniowych

Rozwigzanie uktadu dwoch rownan liniowych:

a,Xx+by=d, /-b, - _ _ :dlbz_dzbl
{a2x+b2y=d2 /'bl (bzal blaz)x_bZdl b1d2 - albz_azbl

Powyzszg procedure mozna tatwo uogolni¢ na uktady n rownan liniowych
wprowadzajgc pojecie wyznacznika. W szczegolnosci wyznacznik drugiego

stopnia to: (=)
= ale - aZbl
2 (+)

Stosujac pojecie wyznacznika rozwigzanie uktadu dwoch rownan liniowych ma postac:

W W, d, b a, d, a, b
w YTw B Ty ] T, 4, a, b,
Przyktad: Rozwigz uktad rownan:
2X-3y=—4 -4 -3 2 4 2 -3
/ W, = —14 W, = =28 W= ~14
6x-2y=2 2 =2 6 2 6 -2

A wiec rozwigzaniato: X =W, /W =1 oraz y=W, /W =2
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Wiasnosci wyznacznikéw drugiego stopnia

= wartos¢ wyznacznika nie zmienia sie przy zamianie wierszy z kolumnami:

a, a a, b
1 2 _ alb2 . a2b1 _ 1 1
b, b, a, b,
= przestawienie dwoch kolumn (wierszy) zmienia znak wyznacznika na przeciwny:
b, a a, b
=ba,-ba =-(ab,-ab)=-| " ™
b2 a2 1~%2 271 ( 1~2 2 1) a2 b2

= pomnozenie dowolnego wiersza (kolumny) przez liczbe o jest rownowazne pomno-
Zzeniu wyznacznika przez o

aa, b a, b
aa, b, a, b,

= jesli kazdy element danej kolumny (lub wiersza) jest suma dwoch wyrazow, to
wyznacznik jest rowny sumie odpowiadajacych wyznacznikow:

= aa,b, - aab =a(ab,-ab )=«

a,+¢ b

ai+cl bl = (a,+¢)b,—(a,+¢,)by = (ab, —a,b, ) +(c,b, — ;b ) =
_|& b1+cl b,
a, b, |c, b,
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Interpretacja geometryczna uktadu réwnan

Uktad dwoch rownan - spojrzenie wierszowe i kolumnowe: y A )
doktadnie jedno rozwigzanie y A ,4’
. / 2 } /
{2x—3y_—4 D - 3
”[2x-3y= -4 L
6 X— 2 y = 2 b X y =, -, d / é
xa + yo = d / L i >
7 / Y. X
2 —3 —4 / ) ,‘ r 6
X Ty = / ]}
6 -2 2 || 6x-2y=2 X pa
| L1 ,‘L_ yb
Inne mozliwe sytuacje:
brak rozwiazan (ukt. sprzeczny) nieskonczenie wiele rozwigzan
I)/l—l 1 // VA j$ L // VA a
=d. /1 / ax+by=d
xiby=dyf S R e 5
I /—/ax+by = d, d \ o 7/ ax+by=d, M
—_— > = > — > >
4 4 X | X / X | X
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Uktad trzech réwnan liniowych

Rozwigzanie uktadu trzech rownan liniowych:
(a,x+by+cz=d,
a,X+by+c,z=d, :> {b2y+czz=d2—a2x W W

a3 X+by+Cz=d, b,y+c,z=d; —a;X

gdzie W =‘(d2 —azx) C, W, = b, (d2 —azx) W= b, ¢
Y (dy—asx) * by (dy—a;x) b, c,
Wstawiajgc za y i zdo pierwszego rownania i mnozac przez W dostajemy:
C d,—-a,X) c d, —a,X C
al bZ 2 X + bl ( 2 2 ) 2 +C1 bZ ( 2 2 ) _ dl bZ 2
cayli bs G (d3 - a3x) G b3 (d3 - a3X) bs G
c d, c c b, d C
albz 2X+b1{2 z_az 2X}+C1<bz z_bzaz } bz 2
b3 G d3 G| & G L b3 d3 b3 As b3 G
a wiec Wx =W, gdzie
g P G| (4 G| [0 O NI CRCT
—b, —C W = -b
b3 C3 d3 C3 ' b3 d3 b3 C3 a3 C3 b3 a3
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Uktad trzech réwnan liniowych

Rozwijajac wyznaczniki drugiego stopnia otrzymujemy:

b, ¢,
b, ¢

& G

W =a, 2 c,
3

-b -C

(-)

b,

(+)

A wiec W oraz W, mozemy zapisac
jako wyznaczniki trzeciego stopnia:

natomiast: X = ——=
W
Podobnie znajdujemy, ze:
W W
y b .
=——— oraz zZ= dzie
Y= W &

b, a,
b, a,

Wprowadzamy wyznacznik trzeciego stopnia:

Ch

d,
ds

d,
d,
d,

Ch
P
a3

— a1sz3 - albscz - blazcs + b1a3C2 - C1b2a3 + Clbsaz

o,

b,
b,

b, d,
b, d,
b, d,
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Uktad trzech réwnan liniowych

Przyktad: Rozwigz uktad rownan:

(3x+2y+z=11
2Xx+3y+z=13
| X+y+4z=12

N

Math
Player

3 21
W=2 3 1|=36+2+2-3-3-16=18
1 1 4
W i; i 1—132 24+13-36-11-104 =18 X—Wx—ls—l
x = B W 18
12 1 4
3 11 1
W, 54
W,=12 13 1|=156+11+24-13-36-88 =354 y= W =18=3
1 12 4
3 2 11
W, 36
W,=12 3 13|=108+26+22-33-39-48 =36 Z= = =2
W 18
1 1 12
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Wyznacznik macierzy

Definicja: Wyznacznikiem macierzy kwadratowej stopnia n nazywamy liczbe:

d;p  ap Ay
Ay Aypy ot Sy -
det A =|Al= ‘aij ‘ = . — .| = Z €iiy iy A 19,2 A
° ° ¢ ° il,i2 ..... in=1

anl an2 ann

Twierdzenie: 0

Wyznacznik macierzy A mozna zapisa¢ jako  det A = Z €ii,.i Ay Ay, -8

i i ein=1

Dowod: (przez przesuwanie wyrazow)
niechi; =1 8 &, & -+ Qi = 8y, 8y, o &) Ay = 8518y, 8y, 0 By,
niech Ij,=2  &;,8;;,8y;, ... j,; ... 8y =88y 8y, .. &5 8y = 818,588y, .0 8y,

postepujac tak dalej otrzymujemy ostatecznie a; 18,83« Qj,

poniewaz ciag |, |, ..., |, Otrzymujemy z przestawienia ciagu i, i,, ..., I, (permutacja
odwrotna) wiec . .
detA= D &y @@ Q0= D €588 &)
j1'j2 llll jnzl jl,jz,...,jnzl
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Minory i dopetnienia

Definicja: Minorem M;; odpowiadajacym elementowi g; macierzy A, nazywamy wyzna-

cznik stopnia (n—1) utworzony z macierzy A po wykresleniu i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Definicja: Dopetnieniem elementu &; macierzy A, nazywamy: Dij = (—1)I+J M i

Przyktad: Znajdz minory oraz dopetnienia 2 -1 1 3
elementow a4 i a,; macierzy: A -3 2 5 0
1 0 =2 2
4 2 3 1
2‘ 5 5 2 5 0
M = =0 =2 2(=4 = Dllz(—1)1+1M11:4
0o -2 2
2 3 1
2 3 1
2 -1 3
3 Y _1 3
S “ | 2+3
Mzs = 1 0 2 2:1 0 2/=-9 = Dy=(1D"Myz=9
2 1
4 2 1
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Rozwiniecie Laplace'a

Twierdzenie: Wyznacznik macierzy dowolnego stopnia mozna obliczy¢ stosujgc rozwi-

hiecie Laplace’a wzgledem dowolnego wiersza lub kolumny:

det A = Z;(_l)i+j M, = Z;aij D, dla dowolnego i
det A = Z;‘(—l)”j a; M = Z;aij D, dla dowolnego |

Dowod:
minor M;; - wyznacznik stopnia n—1 czyli suma (n—1)! iloczynow po jednym elemencie
z kazdego wiersza i kazdej kolumny, z wyjgtkiem i-tego wiersza i j-tej kolumny.

n

Z kij a; M j — suma n(n—1)! = n! iloczynow po jednym elemencie z kazdego wiersza
' i kazdej kolumny.

rozwazmy wyrazy w definicji wyznacznika zawierajace element a,, tzn. i1= 1
Z E1iy..i, Q18,2 - |n_a11 Z &, &8, =a,My; = Ky =+1

aga poniewaz parzystosci permutacy 1i,l5... 1, oraz i,l5... I, sa sobie rowne wiec

takze €1iiaiv = €ijia i
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Rozwiniecie Laplace'a

Rozwazmy teraz wyrazy w definicji wyznacznika zawierajace dowolny, ale element a; E

Aby przesunac ten element do lewego, gornego rogu wyznacznika, musimy wykonac
(i—1)+(j—1) transpozycji wierszy i kolumn, a wiec:

A Ay o Gyy a; Ay &, - Q,

: L e dy; Ay Ap ot Yy
i

a‘ll oo a‘lj cee am =(_1)|+J a2] a21 a.22 e a2n

a‘l’]l o a‘l’]J o ann anJ anl an2 ee a.nn

W wyznaczniku po prawej stronie miejsce a,, zajat element g;, a wigc suma wszyst-
kich wyrazow w tym wyznaczniku zawierajacych a;; jest rowna aijM i

Z drugiej strony, suma wszystkich wyrazow zawierajacych a; w wyzhaczniku po lewej
stronie jest rowna k;;a;M;;

Porownujac obie strony powyzszej rownosci znajdujemy, ze

kM, =(-D)""aM, = k=(-1D"
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Obliczanie wyznacznika

Przyktad: Oblicz wyznacznik macierzy A korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem

(a) pierwszego wiersza, (b) drugiego wiersza, (c) drugiej kolumny.

2+1 -1 1 yTPrT
A=[1-31 2 i Player
1 0 =2
. + 2 . + 1_3 . + 1_3 2
detA=C2+D)D"" +nED™ T @ En™ T A
_2 _2 1 0
=—4Q2+i)+(-2(1=3i)-i)+2==12+]
. al-1 1 2240 1] S22+ -1
detA = (1-3i)(=1)*" P YO ) il e P (D YOI ) Chl i
) _2 1 0
==2(1-3i)+2(2(2+i)-1)-i =—12+]
+ 1_3| I 242 2+| 1 3+2 2+| 1
detA = (=1)(=1)"" 2(-1 0(=1 _
(-1)(-1) . _2+( ) _2+( ) e

= 2(1-3i)-i+2(-22+i)-1)+0=—12 +i
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WitasnoSci wyznacznika macierzy

= detA=detA’
D: detA = Z Eiiy..in iy iy e B = Z Eiiy .y (AT)ill(AT)iZZ ---(AT)inn =detA’

il,i2 ..... in=1

il,i2 ..... in=1

przestawienie dowolnych dwoch wierszy (kolumn) macierzy powoduje zmiane
znaku jej wyznacznika na przeciwny.
D: zamiana miejscami k-tej i |-tej kolumny (I>k) odpowiada wykonaniu 2(I-k)—1 tran-
spozycji, co oznacza, ze zmienia znak g;; ; a wigc rowniez wyznacznik macierzy.

wyznacznik macierzy z dwiema identycznymi kolumnami (wierszami) jest rowny zero.

D: zamiana miejscami dwoch identycznych kolumn (wierszy) nie zmienia macierzy
natomiast zmienia znak jej wyznacznika na przeciwny, a wiec det A = —det A =0
pomnozenie wszystkich elementow wiersza (lub kolumny) wyznacznika przez stata

Kk jest rownowazne pomnozeniu wyznacznika przez tq stata:

D: |@n KaQ | Ay, ayy ay | Ay
Ay Ka, A, n n Ay a, | Ay
= xa;Dy =x) a;D; =« . .
. . . i=1 i=1 . . .
anl Kanj ann anl anj ann
w szczegolnosci: det(k A) = k" det A
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WitasnoSci wyznacznika macierzy

= jesli kazdy element w danej kolumnie (lub wierszu) jest sumag dwoch wyrazow, to
wyznacznik jest rowny sumie dwoch odpowiadajagcych mu wyznacznikow
D: |an a,; + by ayy,
A a,; +b, n| & n n
= Z(a”- +b;)D; = 2.a;D;+> 0Dy =
. . . i=1 i=1 i=1
a‘nl a‘nj + bnj a‘nn
a'11 alj a'ln a'11 bl ] a'ln
dy; a‘Z] a, dy; b2j a,
- -
Ay o a'nj SRR = Ay bnj App
= wartosc wyznacznika nie ulega zmianie, jesli do dowolnej kolumny (wiersza)
dodamy kombinacje liniowg pozostatych kolumn (wierszy) macierzy.
D: C
o ay + Z Cay
|=
|¢1k alk n a'1I a‘1I
oo = oo +ZC| =detA
n =1
a‘nk | 2k a‘nI a‘nI
Any + Z Ca, . v 2 .
| =1 detA =
L2k
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D: prawdziwe sg nastepujace i, i, det A = Z €

WitasnoSci wyznacznika macierzy
det (AB) = det (A)det(B)

n

2 Chiedn @y By e @,
tozsamosci: it:02 0000 in=1
n

€iy..i, AELA = Z €11 iy oin Hiyiy Ripiy e Ry,
n J1:02 5 in=1

detAdetB =detA Z Ekyky by D 1B 2+ Do =

kl!kZ ..... kn =1

- Z (Sklkz...kn detA)bkllbkzz... By =

kl!kZ ..... kn =1

n n
= Z ( Z 8]1]2---jnaj1k1ajzkz ajnkn ]bkllbkﬂ'" bknn =

kl,kz ..... kn=1 jl,jz,...,jn=1

- Z €yisein (Z aj1k1bk11](z ajzkz bk22] (kz—l ajnkn bknn) =

Ji:J20emjn=1 ky=1 ky=1
n
= ) €,,.,.C,1C,2- Cj,, =detC=det(AB)

Ji.d2.0n=1
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Wyznaczniki - przyktady

Przyktad: Wyznacznik macierzy trojkatnej.

A Q Q3 v Gy Ay Ay
0 a22 a23 a2n 0 a33
. . 0 0 0 - all
0 0 o - a, 0 0
Przyktad: Oblicz wyznacznik
1 1 -i 1 1
240 0 i R =[3+1 1
0 1-i | 1 2-1
1 1 -i 1 0
240 0 i i =240 —2-1
0 1-i | 0 1-i

Przyktad: Wyznacznik macierzy blokowe;j.
A D E

0 B F
0O 0 C

= det(ABC)=det A det BdetC

~1+3i|=(1)(-D"™ .
i

%n As; Az,
dsy, .
[T andy | = 841,033 ... Ay,
: 0 ann
ann
_ 3|3+ 1 .
0|=(-)(-D"™ e ]
0

-2—-i =-1+3i

‘:—1—6i

Uwaga: macierze na przekatnej (A, B, C)
muszg by¢ macierzami kwadratowymi.
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Interpretacja geometryczna wyznacznika

Twierdzenie: Objeto$é rownolegtoscianu w R" zbudowanego na wektorach V,,V,,...,V,

jest rowna modutowi z wyznacznika macierzy ktorej kolumnami sg te wektory.
Dowod: (dlan=2)

1 1 1 1
Pu = (X1 + Xz)(y1 + yz)_ X2 Y1 _Ex1y1 _Exzyz _Exzyz _Ex1y1 — X0 =
A
X; X
=X1y2_xzy1=d9t( ! 2) y
Yi Y2 y'+y'
Dowéd: (dlan = 3) 17e B 1]
V, V, V ]
X y yA Vx ux Wx Y, ol /
|V°(UXW)|: Uy Uy U|= WV, Uy, Wy c/ /I
W, W, W,| |V, U, W, // /b
Yy
Dowod: (dla dowolnego n) - w przysztosci i ///
/ ,,/ E F
o
|
X, Xo Xa+Xy
I 1— R4 X
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