Wykiad 6



Uktady réwnan liniowych

Rozwazmy ukfad n rownan liniowych o wspotczynnikach a; z n niewiadomymi X;:

\an1X1+an2X2+---+anan =dn \anl anz °ee ann}kxn) kdn)
Rozwigzanie metodg Cramera:
dy Qo ap Xy Qo Qg d; Xy +ap X, + ...+ a4, X, d, ot Qg
« dyy Ay ot Ay Ay Xy Ay ot Sy Ay Xy +aAp X, +..+a,, X, 8, 0 9y,
1| . . . A el . . A
dyy Ay, ot dAp, dy Xy @yttt Qg A Xy +a, X, +...+a, X, a,, -+ 4
Zastepujac pierwsza kolumne ostatniego wyznacznika przez d,, d., ..., d, dostajemy:
d; Q0 Qg d1 d, v Ay
dy dyp Yy dz dy, t Ay
X1l . . L=
an1 an2 ann dn an2 ann

Podobne rownania mozemy znalez¢ dla pozostatych niewiadomych w uktadzie rownan.
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Wzory Cramera

Wprowadzamy oznaczenia (W - wyznacznik gtowny uktadu):

d; Qp ot Ay alj—i d1 a1j+1 e Qqy
d,y, dy o Ay, Ay Ay dz a1 0 Sy
dy; Ay, vt Qp Ay e anj—1 dn anj+1 Ay,

1) Jesli wyznacznik wspotczynnikow W jest rozny od zera wtedy uktad n rownan
liniowych z n niewiadomymi ma doktadnie jedno rozwigzanie (uktad oznaczony)

dane przez tzw. wzory Cramera: W ]

2) Jesli W=0, ale nie wszystkie W, ,] =1, ..., n sg jednoczesSnie réwne zero, to ukiad
nie ma rozwigzan (uktad sprzeczny).

3) Jesli W=0, oraz wszystkie W, =0, | = 1, ..., n sg jednoczesnie rowne zero, to przynaj-
mniej jedno z rownan uktadu jest kombinacja liniowa pozostatych. Odrzucajac to
rownanie (rownania) dostajemy ukitad rownowazny (majacy te same rozwiazania)
uktadowi pierwotnemu, ale zawierajagcy mniej rownan niz niewiadomych. Uktad
taki moze by¢ sprzeczny lub nieoznaczony.
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Wzory Cramera - interpretacja geometryczna

Przyktad: Rozwigz uktad rownan metodg wyznacznikowa (Cramera):
& X + X =
{3 X, + X, =8 "\3 2\1 8

Pola rownolegtobokow zbudowanych z wektorow

xl(:l,’) i %) oraz xl(;)+x2(%)=(g)i (%) sq réwne:
¢ ()
‘6 2‘=xl-1 2‘=X ‘ N o I8 1]
8 1 |x-3 1 '3 1 o2
(3 31
Pola rownolegtobokow zbudowanych z wektorow
xz(%) i (;) oraz x1(§)+xz(%)=(g) i (;) sg réwne:
1 6
1 6 [1 x,-2 3 8 -10
‘3 sHs xz.l‘_ %3 1‘ ORI T e
31
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Uktad rownan liniowych jednorodnych

Uktad rownan liniowych w ktorych wszystkie state d;, i = 1,...., N sa rowne zero nazywamy

uktadem jednorodnym: ( 8 X, + Xy + .ot Ay, X, =0

Ay Xy +auX, +...+3,,X, =0

A X+ X, + ..+ 3, X, =0

nn-*°n

= wszystkieW,=0,i=1,...,n

= jesli wyznacznik gtowny W # 0, wtedy jedynym rozwigzaniem uktadu jednorodnego
jest rozwigzanie trywialne tzn. X, = 0,1 =1,...., n

= jesli wyznacznik W = 0, wtedy uktad moze posiadac rozwigzania nietrywialne.

Przyktad: Dla jakich wartosci parametru A uktad rownan {(3 —A)X+2y=0
posiada réwniez inne rozwiazania poza rozwiazaniem x=y=0. 4x+(5-1)y=0
3_}\‘ 2 u n n
W = A28+ T=(A-1)(A-7)=0 = ukfad posiada nietrywialne
4 5-A rozwigzania dla A=1 lub A=7
A=1. [(3-1)x+2y=0 A=T7: [(3-7)x+2y=0
= Yy=-X y=2X
4x+(5-1)y=0 4x+(5-7)y=0

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 6-5



Posta¢ schodkowa macierzy

Definicja: Operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy to:

= (E1) zamiana miejscami dwoch wierszy (kolumn),

= (E2) pomnozenie wszystkich elementow dowolnego wiersza (kolumny) przez liczbe
rozng od zera,

= (E3) dodanie do dowolnego wiersza (kolumny) kombinacji liniowej pozostatych
wierszy (kolumn).

Definicja: Macierz A jest w postaci schodkowej jesli spetnione sa nastepujace warunki:

= wszystkie niezerowe wiersze wystepuja powyzej wierszy zerowych,

= jesli pierwszy niezerowy element w danym wierszu pojawia sie w kolumnie |, to
wszystkie elementy w tej kolumnie w kolejnych wierszach sg rowne zero,

= pierwszy niezerowy element w kazdym niezerowym wierszu, pojawia sie w dalszej
(bardziej na prawo) kolumnie, niz pierwszy niezerowy element w poprzednim wierszu.

(@ O R
PO
| t wiod 0 0 * x  x  *x % :
e-emen wio -acyw/ 00 ,_O :G) N elementy wiodace
pierwszym wierszu~ |V Y YV -o---- | ®4*/
jestrozny od zera 000 0 0 0=
0 0 0 0 0 0 0 O)
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Uwaga: Aby doprowadzi¢ macierz do postaci schodkowej, wykonujemy operacje
elementarne tylko na jej wierszach.

Definicja: Kolumny oryginalnej macierzy, w ktorych znajduja sie elementy wiodace

hazywamy kolumnami podstawowymi.
Definicja: Macierz A jest w postaci schodkowej zredukowanej E,, jesli jest w postaci

-----

elementy w kolumnach podstawowych sg rowne zero.
Uwaga: W postaci schodkowej zredukowanej, zarowno forma macierzy jak i jej poszcze-

golne elementy sa okreslone jednoznacznie.
Definicja: Rzedem macierzy nazywamy (ponizsze definicje sg rownowazne):

= liczbe niezerowych wierszy, po przeksztatceniu macierzy do postaci schodkowej,
= albo liczbe kolumn podstawowych w oryginalnej macierzy,

= albo liczbe liniowo niezaleznych wektorow, ktorych wspotrzedne w pewnej bazie
stanowig kolumny macierzy,

= albo liczbe liniowo niezaleznych wektorow, ktorych wspotrzedne w pewnej bazie
stanowig wiersze macierzy.

= __albo wymiar najwiekszego niezerowego minora macierzy.
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Przyktad: Znajdz rzad macierzy:

2 4 -8 6 3 R, /2 1 -2 -4 3 3/2 R, - 3R, 1 -2 4 3 3/2
A=l0 1 3 2 3 - (0 1 3 2 3 - |0 1 3 2 3
3 -2 0 0 8 3 -2 0 0 8 0O 4 12 -9 7/2
R +2R, 1 0 2 7 15/2 R, /17 1 0 2 7 15/2 R -7R. 1 0 2 0 4
- |0 1 3 2 3 - (0 1 3 2 3 - (01 3 0 2
odRlo 0 0 -17 -17/2 00 01 1/2)R-2R{0 0 0 1 1/2
Rzad macierzy A wynosi rz(A)=3 ) 4 6
Kolumny podstawowe macierzy A: 01, 1|, [2
3 -2 0

Kazda nie podstawowa kolumna k macierzy A oraz E, daje sie zapisa¢ jako kombinacja
liniowa kolumn podstawowych znajdujacych sie na lewo od niej, ze wspotczynnikami

okreslonymi przez elementy k-tej kolumny macierzy E ,:
e y ! YA B 4E. 2B, +L1E,
E., = 2E., +3E,, 2
1
A*3 :2A*1+3A*2 A*5=4A*1+2A*2 +EA*4
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Przyktad: Znajdz rzad macierzy:

| 2 1 1 2 1 1 1 2 11
R,-2R, oRy i _
A 4 2 2/ —=3R> [0 0 0 0 —=F 0 0 0i1|=E
6 3 |4 0O 0 0 1 0O 0 0 O
Kolumny podstawowe Rzad macierzy A wynosi rz(A)=2 Ly 3
Przyktad: ZnajdZz metoda wyznacznikowa rzad macierzy: A=l4 5 6 1
7 8 9 1

Widac, ze isthieja minory stopnia 1 i 2 rozne od zera, a wiec rz(A)>2
Jednoczesnie widac, ze nie isthieje minor stopnia 4.
Nalezy sprawdzic czy istniejg niezerowe minory stopnia 3:

1 2 3 1 2 1 1 3 1 2 31
4 5 6 =0 4 5 1=0 4 6 1=0 S 6 11=0
7 89 7 8 1 7 9 1 8§ 9 1

Poniewaz wszystkie minory stopnia 3 sg rowne zero wiec rz(A) = 2.
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A Xy 8, X, + ot A X, = d,

Uktady réwnan liniowych

Rozwazmy uktad m rownan liniowych o wspotczynnikach a; z n niewiadomymi x;:

a11X1+a12X2+...+a1an=d1 (all a12 see aln\(xl\ (dl\

a21X1 + a22X2 + ---+ a2n Xn - d2 <:> a21 a22 eee a2n X2 _ d2

\aml Amy amn/\xn) \dm)

W postaci macierzowej powyzszy uktad rownan zapisujemy jako: Ax =d

jesli wszystkie d. s jednoczesSnie rowne zero, wtedy ukfad nazywamy jednorodnym,

jesli cho¢€ jedno d. jest rozne od zera, wtedy uktad nazywamy niejednorodnym,

istnieja doktadnie trzy mozliwosci dotyczace zbiorow rozwigzan X, uktadu liniowego
rozwiazanie jednoznaczne, tzn. istnieje dokfadnie jeden zbiér wartosci x; spetnia-

jacy jednoczesnie wszystkie rownania uktadu (uktad oznaczony)

brak rozwigzan, tzn. nie istnieje zbior wartosci X; spetniajacy jednoczesnie
wszystkie rownania uktadu (uktad sprzeczny)

nieskonczenie wiele rozwigzan, tzn. istnieje nieskonczenie wiele zbiorow wartosci
X; spetniajacych jednoczesSnie wszystkie rownania uktadu (uktad nieoznaczony)

M
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Metoda eliminacji Gaussa

Definicja: Dwa uktady rownan sg rownowazne, jesli majg te same zbiory rozwigzan.

Twierdzenie: Zamiana miejscami dwoch rownan lub pomnozenie stronami rownania

przez statg rozng od zera lub dodanie do rownania kombinacji liniowej innych rownan

przeksztatca dany ukiad rownan w uktad rownowazny.
Przyktad: Rozwigz uktady rownan:

X+ Y+ z=9 X+ y+ z=9 X+ y+ z=9

_ Ry—3

2x+4y-32=1 —gani> 2y-52=-17 — 22 2y-5z=-17
3IX+6y-5z=0 3y—-8z=-27 z=3
Stosujac wsteczne podstawianie otrzymujemy: z=3, y=-1, Xx=7.

X+3y=1 X+3y=1 X+3y=1

R,—2R R3—£R2

2X+ y=-3 Ri—ZRi > -Sy=-3 — -Sy=-5
Stosujgc wsteczne podstawianie otrzymujemy: y=1, X=-2

X+3y=1 . X+3y=1 ot X+3y=1

2X+ y=-3 Re2R -Sy=-5§ > -Sy=-§
2X+2y=0 -4y =-2 0=2 Brak rozwiazan.
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Metoda eliminacji Gaussa

X+ y+ z=9 X+ y+ z=9 X+ y+ z=9
2x+4y-3z=1 2 2y—5z=-17 —2"2 2y—5z=-17
3X+5y-2z=10 2y—-5z=-17 0=0

Uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan: y= %(52—17), X=—Y—2+9 =%(—7z+9)

Definicja: W kazdym wierszu (rownaniu) pierwsza niezerowg zmienng nazywamy zmien-

ng wiodaca. Uktad jest w postaci schodkowej jesli kazda zmienna wiodaca znajduje sie
na prawo od zmiennej wiodgcej w rownaniu powyzej (nie dotyczy pierwszego rownania).
Whioski: W metodzie Gaussa doprowadzamy uktad rownan do postaci schodkowe;.

Jesli kazda zmienna jest zmiennag wiodaca wtedy uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Jesli choc¢ jedna zmienna nie jest zmienng wiodaca i uktad nie jest sprzeczny to ma
nieskonczenie wiele rozwigzan.

. . . ) . b))
W celu uproszczenia zapisu przedstawiamy uktad rownan Qi A Qn | d;
. . . Ay Gy vt Gy ! dz
AX = d za pomocg tzw. macierzy uzupetnionej U =[A|d]= o
\aml Any 8y : dm)

Twierdzenie: Zastosowanie operacji elementarnych (E1, E2 i E3) do wierszy macierzy

uzupetnionej, przeksztatca dany uktad rownan w uktad rownowazny.
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Metoda eliminacji Gaussa-Jordana

Metoda eliminacji Gaussa polega na doprowadzeniu macierzy uzupetnionej do postaci
schodkowej za pomoca operacji elementarnych stosowanych do jej wierszy.

Przyktad: Rozwigz uktad rownan:

3x+2y+z=11 3 2 1:11 , 3 2
2x+3y+z=13 = |2 3 113 2, 10 5/3
X+Yy+4z=12 1 1 4:12 Rl 0 1/3
3 2 1:11 1 3 2 1

3R, ! R3—5R :

0 1 11:25 0 0 54/5:

111
1/3 4 17/3
11/3! 25/3
11
17

108/5

Rzedy macierzy wspotczynnikow i uzupetnionej sg rowne i wynoszg rz(A) =rz(U) = 3

1 1

Rozwigzania: x,=2 x,= §(17 — x3) =3 X, =

3

—(11-x,-2x,)=1

Math
Player

Metoda eliminacji Gaussa-Jordana polega na dodatkowym wyzerowaniu wszystkich
elementow znajdujacych sie w kolumnie nad elementami wiodacymi.

) 321111 32 1111 . 1 0 0:1) x,=1

—R 1 _ 1 ! 1

54 3 3 0 5 1:17 RZIRR3 N 01 03 —)RI;;RZ 0 1 0:3 X, =
0 0 12 7 0 0 1:2 > 0 0 1:2) x,=2
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Metoda eliminacji Gaussa

Uktady rownan o nieskonczonej liczbie rozwigzan - opis zbioru rozwigzan.

Przyktad: Rozwigz uktady rownan:

X, + 2X, =1 1 2 0 0:1 1 2 0 0:1
2X, + X, =2 = (201 02— [0 41 00
3%, +2X, + X3 — X, =4 3 21 -1:4 0 4 1 -1:1
2 0 0:1 Zmienne wiodgce wyrazamy za pomocg zmiennych
< ki BN Y 1 0:0 swobodnych, ktore traktujemy jako parametry:
0 0 0 @' 1 X4=—1 X2=1X3 X1=1_lx3
4 2
Sposoby zapisu zbioru rozwigzan:
1) (-1/2 )
{1—%x3,%x3,x3,—1\x3eﬂ} g + 114 X, [X, e R
-1 0

Rzedy macierzy wspotczynnikow i uzupetnionej sg rowne i wynosza rz(A) =rz(U) =3 < 4

Definicja: Zmienne, ktore nie sg wiodgce w postaci schodkowej, nazywamy swobodnymi.
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Istnienie i liczba rozwiagzan uktadu

Przyktad: Rozwigz uktady rownan:

x+3y=1 1 311 1 310 ) 1 30
1 — 1 R,—R 1

2x+ y=-3 = |2 13| |0 -5/-5 Y52 5 10 -5 -5

2X+2y=0 2 210 0 42 0 0 2

Uktad nie ma rozwiagzan (ukt. sprzeczny).
Rzedy macierzy wspotczynnikow i uzupetnionej sa rozne rz(A) =2 #rz(U) = 3
Twierdzenie (o isthieniu i liczbie rozwigzan uktadu rownan liniowych)

= Uktad mrownan liniowych z n niewiadomymi ma rozwigzania wtedy i tylko wtedy
gdy rzad macierzy wspotczynnikow A jest rowny rzedowi macierzy uzupetnionej U.

= Jeslirz(A) =rz(U) =1 oraz I < N to ukltad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zalez-
nych od N—r parametrow. Rozwiazanie ogolne uktadu niejednorodnego ma postac:

-— —_— -—

X=p+Xx.h +X h +..+Xx_h
1 1 2 2 n-r n-r

—

( ‘p’ i hi to wektory kolumnowe nx1; X; to zmienne traktowane jako parametry)

= Jeslirz(A) =rz(U) =1 oraz I = N to uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie.
= Jeslirz(A) # rz(U) to uktad nie ma rozwigzan.
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Jednorodny uktad réwnan liniowych

Jednorodny uktad rownan liniowych

allxl +a12X2 + ...+alan - 0
Ay Xy +3,X, +.+a,, X, =0

= uktad jednorodny ma zawsze rozwigzanie trywialne tzn. x,=0,dlai=1,...., n
= jeslirz(A) =r orazr = n to uktad jednorodny ma tylko rozwigzanie trywialne.

= jeslirz(A) =r orazr < N to uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od
N—r parametrow. Ogolne rozwigzanie ma postac:

—

X=X h +x h +..+%x_h
1 1 2 2 n-r n-r

Przyktad: Rozwigz uktad rownan:

X+2y+2z=0 1 2 2 1 2 2
2X+5y+7z=0 = A=|2 § 7| -> |0 1 3|=E
IXxX+6y+8z=10 3 6 8 0O 0 2

Poniewaz rz(A) = n = 3 wiec ukiad ma tylko rozwigzanie trywialne.
Roniez z postaci macierzy [E| O] stosujac podstawienia widac, ze X = Yy=2= 0
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Metoda eliminacji Gaussa

Przyktad: Rozwigz uktad rownan: "Xl +2X%, + 2%, +3X, =0
2X, +4X, + X;+3X%, =0
(13X, +6X, +X;+4X,=0

AL

1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3
A=2 41 3> (0 0 -3 3| > [0 0 -3 -3|=E
3 6 1 4 0O 0 -5 -5 0O 0 0 0

oznacza to, ze wyjsciowy uktad rownan jest rownowazny uktadowi dwoch rownan:
{xl +2X, +2%X;+3X, =0

Wybieramy dwie wiodgce zmienne ( X, = =2X, — X,
i wyrazamy poprzez dwie pozostate: 1% = —x
L3 T 4
X, -2 -1
: . . X, 1 0
Rozwigzanie zapisujemy w postaci: w |= X, 0 + X4 _1
3
X, 0 1
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