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Zmiana bazy i fransformacje podobienstwa

/

Macierz przejscia pomiedzy dwoma bazami {é} i {é} zdefiniowaliSmy przez:

n
€=>cg < C=E'F
j=1

Natomiast transformacje wspotrzednych dowolnego wektora przy zmianie bazy majag
wowczas postac: 5, ~ .,

i=1
Znajdziemy teraz prawa transformacyjne dla macierzy reprezentujgcych operatory
liniowe przy zmianie bazy. Réwnanie operatorowe Y = .AX mozna zapisaé jako

rébwnanie macierzowe w kazdej z baz y=AX oraz y'=AKX'

Korzystajac ze zwiazkow okreslajacych transformacje wspotrzednych wektorow mamy:
Cy'=ACX' = §y'= C'ACX’

Relacje pomiedzy macierzami A iA’okreslona przez A’ = C'AC nazywamy

transformacja podobienstwa. O macierzach A i A’ méwimy, ze sa podobne.

Uwaga: Macierze podobne reprezentuja ten sam operator liniowy A w réznych bazach.
dlatego wszystkie witasnosci operatora niezalezne od bazy posiadaja tez macierze A i A’
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Wihasnosci macierzy podobnych
0géIne whasnosci transformacji podobienstwa A’ = S™'AS
s A=l = A'=l D: A’=S'IS=S'S=|
= det A=det A’
D: det A' =det(S' A9 =detS detAdetS=detAdeS™S)= detA
= TrA=TrA"'

D: TrA'= ZA, (S ALSi =D S (S7)y A =Y 8,A =D A = TrA

i,k i,jk j k j

W przypadku gdy S jest macierza unitarna, tzn.S™' =S wtedy: A'=ST'TAS =S AS
Transformacje unitarne przeksztatcajg bazy ortonormalne w bazy ortonormalne:

(¥ é>=<; s7¢> §*e>=; 53 LR D) 3 & =X g s( ' §ss,
Dla transformac;ji unitarnych mamy:
« A'=+A = (A)' =(s'AS) =S'AlsS=+S AS=t A

CAT=AT = (A)'A'=6'AS) (STAS)= STA'SS AS=3 A AS
=stIS=9s=|

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 7-3




Problem witasny

Problemem wtasnym dla macierzy kwadratowej A = nazywamy znalezienie wielkosci

skalarnych A (wartosci wtasnych) oraz niezerowych wektorow X (wektorow wiasnych)
spetniajacych jednoczesnie rownanie wtasne: AX = AX < (A _ M))? =0

Powyzszy uktad ma nietrywialne rozwiazania tylko wtedy gdy  det(A—Al) =0
Rownanie to nazywamy rownaniem charakterystycznym. Sam wyznacznik po rozwinie-
ciu jest wielomianem (w. charakterystyczny) W(A) stopnia n z wyrazem wiodacym (—=1)"A"
Dowod: Z definicji wyznacznika mamy:

det(A-AD= 3 &, . (8, — 64 1) (8, — 63 1) (8 — 61 1)

I,.dp=1

Najwyzszg potege A otrzymujemy z wyrazu:
n —
(a,-2)(ay —A)..(a, -A2)=(-D)"A"+0o(1"")
Twierdzenie: Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy ma zerowa wartos¢ wtasna.

det(A-01)=0 = detA =0

Zbior wszystkich wartosci wkasnych macierzy A nazywamy spektrum i oznaczamy c(A).
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Wartosciiwiasne ilwektory wiasne

Twierdzenie: Dowolna kombinacja liniowa wektorow wtasnych macierzy A odpowiada-

jacych tej samej wartosci wlasnej A jest takze wektorem wtasnym macierzy A odpowia-
dajacym tej wartosci wtasnej A.
D: Niech X=c, %+C, %+ ..+C, % oraz AX =AX
AR =A(C X +C K, +... +C, X, ) =C AR+ C AR, +... +C,AX, =
=CAX+ GA Xy + ..+ CAX, = A(C ¥+ Cy Xyt ..k C, K, ) = A
W szczegolnosci dowolny wektor wlasny pomnozony przez stata rozna od zera jest
rowniez wektorem wtasnym odpowiadajacym tej samej wartosci wlasnej.

Przyktad: Znajdz wartosci wlasne i wektory wktasne macierzy A = (; %)
det(A—a)={17% 2 |—(1-a)—4=2*—20-3=0
2 1-A
a wiec mamy dwie wartosci wtasne: A, =-1 i A, =3

2

1
o[22 )([X _
A, =3: (2 _2)()(;):0 = v2=x2(
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Wartosciiwiasne ilwektory wiasne

Przyktad: Znajdz wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy A= (3 _5)

1 -1

3-A -5
1 -1-A

a wiec mamy dwie wartosci wiasne: A, =1+1 i A,=1-1I

det(A—kI):‘ A _20+2=0

Wektory wiasne:
. (2-i =5 \(x (2-i)%x,-5%x,=0
A=1+i: . =0 = N

! ( 1 —2—|)(x2) {xl—(2+|)x2=0

Z kazdego z réwnan otrzymujemy X, =(2+1i) X,
. .. o - 2+1 1 (2+1
A wiec wektorem wtasnym do wartosci wlasnej A, jest V; = X, 1 1= 7= 1
J6

Podobnie znajdujemy, ze wektorem wiasnym do wartosci wtasnej A, jest:

()= G

Twierdzenie: Jesli macierz A jest rzeczywista wtedy zespolone wartosci wtasne wyste-

*
puja zawsze w parach wzajemnie sprzezonych, tzn. jesli A € G(A) = A € G(A)
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Wartosciiwiasne ilwektory wiasne

-2 2 -3
Przyktad: Znajdz wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy A=( 2 1 _6J

1 =2 0
2-A 2 -3 ,

det(A-Al)=| 2 1-A —6|=-A=-A*+210+45=(L-5)(L+3) =0
-1 -2 A

a wiec mamy trzy wartosci wtasne (w tym jednag podwojna):
7\/1=5, 7\/2=_3, 7\«3=_3

Wektory wiasne: 7 2 -3)\(x 1 0 1)(x
AM=5112 4 -6|%x[=0 = |0 1 2|x,([=0
-1 -2 -5)\ X 0 0 0)\x

-1 -1
A wiec wektorem witasnym do wartosci wiasnej A, jest  V; = X;| =2 _ L -2
1) 6l 1
1 2 -3\ X 1 2 -3\ X
Ayz==3: 12 4 —-6(X%X|=0 = (0 0 0| X%, |[=0
-1 -2 3 ){x 0 0 0 )\x,

co oznacza, ze: X;+2X,—3X;=0
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Wartosciiwiasne ilwektory wiasne

Mozemy wyrazi¢ X, poprzez X, i X3, przy czym X, i X; moga przyjmowac dowolne wartosci.
Niech X,=C; i X;=C;, wowczas mozemy napisac:

X, —2C, + 3¢, -2 3
X, |= c, =C,| 1 |+¢| 0
X3 C, 0 1

Poniewaz c, i C; s dowolne, mozemy najpierw ustali¢ c; = O i znalez¢ jeden wektor
wlasny, a nastepnie c, = 0 i znalez¢ drugi wektor witasny. W rezultacie znajdujemy dwa
rozne wektory wlasne do zdegenerowanej wartosci wtasnej A = —3:

i —12 ; —12 () 13
Al il

W tym przyktadzie mamy tylko dwie rozne wartosci wltasne ale wciaz trzy rozne
wektory wilasne.

Uwaga: Jesli istnieje n roznych wartosci wtasnych, to zawsze bedziemy mieli n réznych
wektorow wiasnych. Powtarzajace sie wartosci wtasne nazywamy zdegenerowanymi.
Zdegenerowanej wartosci wtasnej moze odpowiadac tylko jeden albo wiecej roznych

wektorow wiasnych.
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Wartosciiwiasne ilwektory wiasne

4 6 6
Przyktad: Znajdz wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy A=( 1 3 2 J

-1 -5 =2
4—A 6 6 ,
REYY 2 |=-A+50 -8 +4=(A-1)(L=2)"=0
-1 -5 -2-A
a wiec mamy trzy wartosci wtasne (w tym jedna podwojna): A, =1, A, =2, A,=2
Wektory wiasne:

det(A-Al) =

3 6 6\ X 1 0 4/3
A=1 {1 2 ZJ{XZJ=O = {0 1 1/3}( J
-1 -5 -3\ X 0 0
N ! _4J 1 (_4J
A wiec wektorem wtasnym do wartosci wiasnej A, jest v, T

2 6 6 )X 1 0 3/2

As=21|1 1 2| x,(=0 = |0 1 1/2 o
-1 -5 —4)\ x, 0 0 o

—3)
Rozwiazanie uktadu zalezy od jednego parametru x; = C;: V, =G, (— J = 1(—1
A wiec mamy tylko dwa rozne wektory wiasne.

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 7-9



Wiasnosci' wartoscilwtasnych

Niech A,, A, ..., A, beda wartoSciami wlasnymi macierzy A. Prawdziwe sg twierdzenia:
= detA=AA,. A,
D: w(A) =det(A-A1)=(-1)"(A=2%;)(A=2;)...(A=1,)
Wybierajgc A=0 dostajemy teze.

s TTA= A +A,+... +A,
D: Mozna udowodnic indukcyjnie nastepujaca tozsamosc:

det(A-a) =(=1)"[A"=(TrAa) A + o (A"2) ]

Natomiast rozwiniecie wyznacznika daje:

det(A-A1)=(-1)" (A=, )(A=2,)..(A-2,) =

= (=D (A" = (M + 2y + ot Ay AT O (M)
Poréwnujac wspoétczynniki przy A"~! otrzymujemy teze.

= wartosci wlasne macierzy A i AT sa takie same:

D: 0= det( A=A 1) =det((AT) —a17) =det (AT =a1)" =det (AT — a1 )

= wartosciami wkasnymi macierzy AT% sq sprzezone wartosci wkasne macierzy A

D: 0=det( A= 1) =det(A-2"1) T=[det(A—k* | )} — det{a-%1)=0
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Wiasnosci' wartoscilwtasnych

= jesliA,, A,, ..., A, S WartoSciami wtasnymi macierzy A, to wartosciami wtasnymi A™
sa Ay, Ay, Ap
D: A"X=A"'AX =A"AX =)A "*AX =.. =A"X

= jesliAy, A, ..., A, S8 wartoSciami wtasnymi macierzy A, to wartosciami wtasnymi Al
sa A7 AL, A
D: det(A-A1)=0 = det(A( -aAa))=0

= detAdet(-A(A"=27"1))=0 = (-1)"detAdet(A"-21")=0
Poniewaz A jest nieosobliwa wiec det A # 0 i A nie ma zerowych wartosci

wiasnych, a wiec musi zachodzi¢ det(A'=A"1)=0
= wartosciami wkasnymi macierzy trojkatnej sg elementy diagonalne:
ay,—A a, - @,
D: det(A-al)=| ©  BTh o @ =(ay —A) (2, —1)...(an—A)=0
0 0 oA — A

A wiec A = &, A=a,,, ..., A=a,,
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Wihasnoscil wektorow wiasnych

macierze podobne A i SIAS majg te same wartosci wtasne
D: det(S'AS-A )=det(S'( A-A 1)) = detS' det A-A ) detS
=det(S' 9 def A-A )= detidet( A-A 1) =det(A-Arl)

wektory wtasne macierzy podobnych A i S'AS sa zwiazane relacjg
D: S'ASx=AX = ASxA Sx = Ay=ATy gdzie "y S:

jesli X jest wektorem wiasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wiasnej A i A

jest odwracalna, to X jest rowniez wektorem wtasnym macierzy A~! do wartosci
wiasnej 1/A:

D: AX=A% = AT'(AR)=AT'(AX) = X=MTX = A‘lx":%"
jesli X jest wektorem wiasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wtasnej A, to

jest rowniez wektorem wtasnym macierzy A—cl odpowiadajacym wartosci wtasnej
A-C gdzie C jest dowolng stata.

A
D: A
clX=c

Xl
Il

= (A=d)X=(A-c)x

X
X X
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Wihasnoscilwektorow wiasnych

wektory wlasne odpowiadajgce roznym wartosciom witasnym sg liniowo niezalezne

D: Niech A, A,, ..., A, beda roznymi wartoSciami wtasnymi macierzy A,a X;,X,,..., X,
odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi, tzn. AX; = A, X,

Chcemy pokazaé, ze jedynym rozwigzaniem rownania C; X;+C,X,+...+C, X, =0
jest rozwiazanie zerowe C, =C,=...=C, =0

Mnozac powyzsze rownanie przez kolejne potegi macierzy A: A%, A1, A2 ..., A1

i korzystajgc z rownania wiasnego otrzymujemy:

X+ CX+..+ CX=0 (11 - 1%
| SR+ ChaRott Ch% =0 7:1 7v:2 oy C2:X2 _o
. -1 -1 n-1 —

CAT X +CAT Xy + ok CANT X, =0 \\Nf Ay Ay AR
Wyznacznik Vandermonde: Q
detQ= (kz — kl)(lg, — kz)(k3 — kl) ...(kn — kl) #(0 poniewaz A; sg roznymi w.w.

- - - \ T

A wiec musi zachodzi¢: (C1 X; C X, o+ C, Xn) =0
Ale poniewaz X. sg wektorami wtasnymi (r6zne od zera), wiec: C; =C, =...=C, =0
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Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie (Cayleya-Hamiltona): Kazda macierz kwadratowa spetnia swoje wlasne

rownanie charakterystyczne.
D: Chcemy pokazac, ze jesli wielomianem charakterystycznym macierzy A jest
w(A)=det(A-Al)=cA"+c,_ A" +...+¢,
to wowczas spetnione jest rownanie macierzowe
w(A)=c,A"+c,_ A" +...+c, 1 =0
Niech X, bedzie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci witasnej A, czyli
W(A;)=0 oraz AX; =A;X,

| |
Mamy: W(A)X, =(c, A"+C, A" .. +¢1 )X =(CAM +C AT+ 4G )X, =
Powyzszy zwigzek jest prawdziwy dla dowolnego wektora wtasnego macierzy A, a
wiec W(A) musi by¢ macierzg zerowa.

Przyktad:
aeft ) woo-wmes wonefy 3o 30 8-
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie Cayleya-Hamiltona mozna wykorzystac do znalezienia odwrotnosci macierzy:
w(A)=c,A"+c,_A"'+...+c, 1 =0
mnozac obustronnie prze A~! otrzymujemy:
A'w(A)=c, A"'+c A" +..+c, AT =0

a stad

A =—Cl(an“—1+ Cii A"+ 4Gl )
' 5 7 -5
Przyktad: ZnajdZz macierz odwrotng do macierzy A=(0 4 -1
5-2 7 -5 L
wd)=l 0 4-2 -1 |=-A*+6A*=11A+6

2 8§ -3-A\
wW(A)=-A3+6A*-11A +6l =0 = ATw(A)=-A%+6A-111 +6A =0
Al =%(A2—6A+11I ) =

157—52 57 -5 100_1—4-1913
=<[0 4 -1 -6/0 4 —1]+11/0 1 0||=%|2 =5 5
28 -3 2 8 -3 001)] °(-8 26 20
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Zastosowanie tw. Cayleya-Hamiltona do znajdowania wysokich poteg macierzy:

w(A)=c,A"+c,_ A" +...+c, 1 =0 = A" =—Cl(cn_1A”‘1+...+c0 I)

n

Mnozac ostatnie rownanie obustronnie przez A i podstawiajac go jednoczesnie za A"

H . 2
dOStajemY' An+1 _ [Cn—l . Cn_2 jA n—1+." + [ Cn—;CI . C() )A_l_ Cn—ICO I

2

Crf Cn Cn Cn Cn

Proces ten moze by¢ kontynuowany, co oznacza, ze dowolna catkowita potege macie-
rzy stopnia N mozna zapisa¢ w postaci wielomianu macierzy stopnia co najwyzej n—1
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Przyktad: Znajdz macierz A jesli A = (; i)

1
w@)=|'Th P 1=a -2 -8=(-)(42)=0 = 4, =4, 4, =2
A wiec wartosciami wtasnymi macierzy A% sg 1" i A} czyli spetnione sa réwnania
wiasne: AR, =0"%, oraz A%, =AX

Z drugiej strony, wiemy na podstawie tw. C-H, ze macierz A" mozemy zapisaé jako

kombinacje liniowa macierzy A i | (poniewaz A jest stopnia n=2): A'® = a0 A+ Bl

Stad mamy. ’6\100)(1 (GA"‘BI )X ((X,}\.l + B))Z'l _ xiOO _ a;\q +B
AR, = (aA+Bl X, =(ak, +B)X, Ay =0k, +P

1
Rozwiazujac uktad réwnan o=-—r ( M 7»100) (4100 —21)
1~ V2

wzgledem o i B otrzymujemy:
B= ; ix (7\.17\.;00 —7\,27\,100)=%(4100 +2101)
1 2

a wiec: AL00 _ %(4100 _ 100 )A+ %(4100 4 plo1 )l
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