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Liniowa niezaleznosé wektorow

Przyktad: Sprawdzié czy nastepujace wektory z przestrzeni C3 tworza baze: Math

Player
1 1 1
1 o | 2

Sprawdzamy czy te wektory sg liniowo niezalezne:
3 C,+C,+ C; =0 1 0
dcg=0 & 42¢+C,+3¢,=0 < [2 1 3|c,[=|0
=1 C,—C,+2¢C,=0 1 0

Poniewaz det A = 1, wiec uktad ma tylko rozwigzanie zerowe C, = C, = C; = (), a wiec

wektory sg liniowo niezalezne.
Twierdzenie: Dowolny ukfad wektoréw @ g ,...;p z przestrzeni C" lub R" jest liniowo

niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy macierz A = [é{@ ..."Q] ktorej kolumnami sa te
wektory, jest nieosobliwa.

Whiosek: Aby sprawdzi¢ czy wektory sg liniowo niezalezne nalezy zbudowac z nich
macierz i sprawdzic¢ rzad tej macierzy, ktory okresla liczbe liniowo niezaleznych
wektorow w danym zbiorze.
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Zbior wektorow! tworzacych baze

Aby przekonac sie, ze wektory €.,8 .6 tworzg baze w C3 nalezy pokazaé, ze dowolny

wektor V = (a, b,C)T mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacje liniowa tych

wektorow:
a 3 V,+V,+ V;=a Vv, a 5a—-3b+2c
bl=>vE < {2v,+v,+3v;=b < |v,|=A'b|=| —a+b-c
c) = V, -V, +2V,=C V, C -3a+2b-c

Uwaga: a, b, C to wspétrzedne wektora w bazie naturalne;j,
V,, V,, V5 to wspotrzedne tego samego wektora w bazie € ,§ , €

Uwaga: W przypadku n wymiarowej przestrzeni, dowolny zbior n liniowo niezaleznych

wektorow tworzy baze w tej przestrzeni.
Twierdzenie: W n wymiarowej przestrzeni wektorowej, kazdy uktad s wektorow n wymia-

rowych dla s>n jest ukladem wektorow liniowo zaleznych.
Twierdzenie: Jezeli pewien poduktad m<n wektoréw z uktadu wektoréw V,,V,,..., V.

jest liniowo zalezny, to caty uktad jest tez liniowo zalezny.
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Wazne klasy' macierzy kwadratowych

= macierzsymetryczna: A=A"
= macierz antysymetryczna: A = —A '
det A" =det(-A) = detA=(-1)" detA
a wiec dla n nieparzystych det A=—-detA = detA=0

= macierz ortogonalna: A'A =|
det(ATA)=detl = detATdetA=1 = (detA) =1 = detA =+1

= macierz hermitowska: A = A"
detA'=detA = det(AT)=detA = (detA) =detAeR

= macierz antyhermitowska: A = —A"

= macierz normalna to dla ktorej zachodzi: ATA=AAT

= macierz unitarna: A'A = |

det(ATA)=det] = detA"detA=1 = (detA)detA =1

— |detAl’ =1
= macierz unimodularna: A'A=1 oraz detA=1
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Obroiy ukiadu w5poh"zqdnych w 2D

Obrot uktadu wspotrzednych w dwoch wymiarach.
X=X6 +X,6 X=X€ + X, €
Ptaszczyzna zespolona jest 2-dim przestrzenig wektorowa:

Z= X, +iX, Z = X! +ix,} Z =ze™

7 =z€" =(x, +ix,)(cosu—i sim)=

= X, COSaL+ X, Sino+i (=X, Sim+X, Cos)

X; =COSaL+ X, + Sinot- X,
X, =—Sino- X, + Cosu - X,

Il
LM
£
X

Zapis macierzowy: X' = AX

' = Xq g [ % (a4 &,) ( cosa Sino
X X, \a,, a,,) \—-sina cosu

Przyktad: Ztozenie obrotow (prosze sprawdzi¢ ponizszy zwiazek).

cosa. sina)( cof sip) [ cog(a+B) sin(a+p)
—sina cosa {—siB cof) | -sin(a+pB) coda+p)
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Obroty uktadu wspotrzednych wi 2D

Twierdzenie: Przy obrotach na ptaszczyznie, iloczyny skalarny i zewnetrzny

dowolnych dwoch wektorow lezacych w tej ptaszczyznie, nie zmieniajg sie.

Dowod: (! =coso-u, + Sinat- U, V, =COoSoL-V, + Sino-V,
U, = —Sina.- U, + coso.- U, V, =—=Sina-V, + Cosu -V,

u'-v' =u;v; +uyv, = (U, coso+ U, sino)(Vv, CosL+V, Sii)+
+(-Uy Sina+ U, cosat)(—v, Sinu+V, cosl)=

=u,V, coS o+ U,V, Sino. CosL+U,V, Sils Cos+U,V, Sfrou+
+U,V, sin® a.— U,V, Sino. cosx — W,V, Sim, Co& +U,V, CO%i=
=uV, +UV, =0-V

U'AV' =u;V, —Uyv; = (U, cosa+ U, sin)(-Vv, Simu+V, cost)+

+(-u, sina+ U, cosn)(v, cosL+V, Sim)=
:u1V2—U2V1 :U/\v
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Transformacje wspotrzednychiw 3D

Uktad wspotrzednych w trzech wymiarach jest okreslony przez podanie trzech wektorow

bazowych {él 6, g}. Niech beda to wektory ortogonalne, a sam uktad prawoskretny
3

[ S —

€-6 =9; éxezzgijkﬁq
k=1
Dowolny wektor mozna przedstawic¢ jako kombinacje liniowa wektorow bazowych:
3
i=1 3

Rozwazmy teraz inng baze ortonormalna: € = Zaﬂﬁ gdzie a; =¢-€

i . . . j=1
Ortonormalnos¢ wektorow bazy ,,prlmowanej ]

3 3
o; =¢-¢ =(Zaik_>@}'(zajl_’e} Za1k | e e Zamau&d —Zam ik
k=1 =1

k,I=1 k,I=1

Rownie dobrze mozna przedstawié wektory bazy {él 6 } w bazie ,primowanej”:

Za”q gdzie a; =& ¢

Relacja ortonormalnosci: 0 Zam Kk = Zaklakj

a;;
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Transformacje wspotrzednychiw 3D

W zapisie macierzowym, relacje ortonormalnosci maja postac AAT =ATA=|

Uwaga: W n-dim przestrzeni liczba niezaleznych elementow macierzy obrotu wynosi:

1 } 1

2 2
n“—|=(n"-n)+n|==-n(n-1

(na ptaszczyznie 2D - kat obrotu; w przestrzeni 3D - trzy katy Eulera)

Chcemy teraz znalez¢ relacje pomiedzy wspéirzednymi wektoréw w bazach {& } i {€}:
3 3 3 3 3
?:in'é’=ZXi’Zaﬂ"q=ZXf¢ = XJ=Za1'J'X,
. i 7 2 . .

Transformacje odwrotnq dostajemy korzystajac z relac;ji ortonormalnosm dia a;:

ZakJX _ZakJZauX _ZzakJaJX _ZSK'X = Xk

i=1 j=1
Podsumowanle.

R=YxE-Yxe 8

i= i= j=1

I
M«

3

e  Te=).ae
j=1
3

3 3 3
=Zaijxj X =ZajiX} 0 :Zaikajkzzakiakj
i1 i=1 k=1
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Obroty: uktadu wspotrzednych

Macierz obrotu w dwoch wymiarach: ez
Cosp  Sinp &
A:[a"j]:(—sin j
¢ COp
Mozliwe dwie interpretacje obrotu: €

= pasywna - wektor nie zmienia potozenia, natomiast obraca >
sie uktad (baza) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek © X1 2]
zegara (+¢). Wtedy X; i Xi' to wspotrzedne tego samego wektora w roznych bazach:

. ~ X; =COSQ- X, + Sinp- X
X=AX & <7 K TSNP X/ = a;X
X, =—SINE@- X; + COSP - X,
= aktywna - obraca sie wektor, natomiast baza pozostaje niezmienna. Wtedy X; to
wspéirzedne wektora X natomiast X,' to wspéirzedne innego wektora X' otrzyma-
nego przez obrot wektora X o kat (—o).
X; =COSQ- X, — SINp - X,

X=AX < S S X =q;X,
X, =SIN@- X, + COSP- X,
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Macierz obrotu w 3D

Macierz obrotu w 3D wokot osi Zma postac: COSp Sir‘(p 0
R(e)=[a; |=|-sing cosp 0
0 0 1

Macierz obrotu do uktadu gdzie nowa 0§ Z' jest skierowana w kierunku dowolnego
wektora V znajdujemy w nastepujacy sposob:
= wykonujemy obrét wokét wspélnej osi Z- Z' o kat ¢ gdzie macierz obrotu to R(¢),

tak aby wektor V znalazt sie w ptaszczyznie X'Z" I N
&= 8%
j=1
= wykonujemy obrot wokoét osi Y’ o kat —6 tak aby o$ Z' pokryta sie z wektorem V .
Macierz tego obrotu dana jest przez: .
8 Jestp cosO 0 - sind
[b,j ] = 0 1 0
sind 0 cod

W wyniku ztozenia obu obrotow otrzymujemy:

3 3 3
énz Zbﬁ - Z bljajk_e - Zcikﬁg
j=1 k=1

j k=1
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Macierz obrotu w 3D

W wyniku ztozenia tych dwoch obrotow otrzymujemy macierz:
CoSp cCo® sSip co8 — s
R(9,0)=[c;|=| -sing CoOSp 0
Cosp SiIB  sinp sir®  cob
Aby otrzymac petna macierz obrotu w 3D, reprezentujaca dowolny obrot, nalezy jeszcze
wykonaé obrét o kat y w ptaszczyznie X"Z" wokét osi Z":

cosy sSiny 0
[d; |= —Sln\|f cosy 0
0 1 \
Petng macierz obrotu otrzymamy ze ztozenia: [R ((p, , \If)] Z d, b, a;
R((p, ,W)_ k.l=1

COSp CO® Cofy— Sip Sy Sip cOs Ccps @S Win—  &in @O

=| —COSp Co® Siy— Siip COg — Sk COS YU aPS QoS &in i
Cosp Sind sinp sirg cof

Katy ¢, 0, v to tzw. katy Eulera okreSlajace wzajemna orientacje uktadow wspotrzednych.
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Macierz przejscia pomiedzy bazami wR"

Niech beda dane dwie dowolne bazy w R" {é }oraz {é’} _i=1,....,n. Szukamy macierzy

przejScia pomigdzy tymi bazami, takiej ze (k numeruje elementy wektorow e, i e/’):

n
j=1

W zapisie macierzowym mamy (E i E’ to macierze, ktorych kolumnami sg wektory baz):

(eil Q2 én\ ( & g - ﬁ\ (Cu Co - Cln\
e'21 %2 o én & & - £ Cau G oo Gy P,
o o o o = o o o o | o o o o :> C - E E
59?11 en én) & G & rﬁ)} &Cnl Ch2 - Cnn/}
2 C &
Macierz transformacji pomiedzy bazami {é } oraz{é’} dana jest przez macierz:
C=E'F
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Transformacje wspotrzednych wektora

Niech beda dane dwie dowolne bazy w R" : {é }oraz {é’} _i=1,....,n. Szukamy macierzy

przejScia pomiedzy wspotrzednymi dowolnego wektora w tych bazach:

n n n n n n
X=) XE=) XD Cg= X 8= X% = X =) X
i=1 =1 j=1 i i=1 =1 i=1

A4 —1—»

W zapisie macierzowym mamy: X=CX = X =C X

A wiec macierz transformacji wspotrzednych O dana jest przez:

O=C'= (E_lE')_1 =E''E 22:;2
Twierdzenie: Macierz transformacji wspotrzednych pomiedzy bazami ortonormalnymi,
jest ortogonalna. . £l _ET ; ;
O*'=(E"'E) =EF'= ot _ o= E'(E"Y) =(E"E) =0T

Uwaga: Macierz ktorej kolumny (lub wiersze) sg wzajemnie ortogonalnymi wektorami
o jednostkowej dtugosci, jest ortogonalna.
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Transformacje za pomoca macierzy.

Macierze mozna wykorzystac do transformaciji liniowych obiektow geometrycznych.
Odwzorowanie liniowe z R" do R™ okreslone jest za pomoca macierzy A

T(X)=AX
Wiasnosci: T(0)=0 T(X+y)=TE)+T(y) T(x)=aT &)
Przyktiad:

3 4
= T(X,y)=(3x+4y,x+5y) = A=(1 5)

mxn-*

s T(x)=-3x = A=(-3)
s T(X)=y-Xx = A=)7T:(Y1 Y> Y3)

s T()=xy = A=y=(y, ¥, V)

= T(xy2)=(xy) = Az((l) i 3)

1 1
s T(XYy)=(x+yx-y,2x-3y) = A=|1 —lj
2 3

= transformacja identycznosciowa: T(X)=X
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Transformacje za pomoca macierzy.

Transformacja liniowa T (X ) = AX okreslona za pomoca macierzy ktérej kolumnami
sg wektory V,,V,, ..., V. ma wtasnosé, ze odwzorowuje wektory bazy naturalnej €
w wektoryV,,V,, ...,V

Whiosek: Aby znalez¢ macierz transformacji A nalezy znalez¢ obrazy wektorow bazy

haturalnej, a nastepnie zbudowac z nich macierz A. Math
pPe
Przyktad: s

m skalowanie 1/2 0
e N X (
m obrot:
A [ cosa —smoc
| sina cosa
®  rzut:
A- (o J

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 7-15




