


Parametryzacja rozwiazan uktadu réwnan

10
01
00
Korzystajac z postaci schodkowej (Srodkowa macierz) —93/ 2 11//23
i stosujac podstawianie wsteczne znajdujemy zbior o |T - 1 Xy |Xs € R
rozwigzan: -2 0

Identyczne rozwigzanie otrzymujemy korzystajgc z postaci schodkowej zredukowanej!
Chociaz powyzszy zbior rozwigzan mozna sparametryzowac na rozne sposoby, np.:

((—9/2) (3 \ (( —4 1/2
3 ) N

9 0 + 6 -t|t€R> ] 813 + 11/3 -S|S€R>
) 0 | 2 0

to zawsze bedziemy stosowac konwencje z wykorzystaniem niezmodyfikowanych
zmiennych swobodnych.
Twierdzenie: Posta¢ schodkowa zredukowana macierzy jest jednoznaczna. Oznacza to,

ze takze jednoznaczna jest parametryzacja rozwigzan uktadu rownan za pomoca
hiezmodyfikowanych zmiennych swobodnych.
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Klasy rownowaznosci macierzy

Twierdzenie: Operacje elementarne na wierszach sg odwracalne.

Dowod: Dla dowolnej macierzy A orazdlai # |, k # 0 mamy:

R,(—)RJ < kRI < RJ+kR| <

Twierdzenie: ,Redukcja” macierzy za pomoca operacji elementarnych (typu E1, E2, E3)

jest relacja rownowaznosci.

Dowod:
> zwrotha: macierz jest redukowalna sama na siebie poprzez zero operacji elem.

> symetryczna: jesli A jest redukowalna do B, to B jest redukowalna do A za
pomocag odwrotnej operacji elementarne;.

> przechodnia: nalezy potaczyé kroki redukcji A — -+ —>B oraz B—>---—>C

Definicja: Dwie macierze ktore sg wzajemnie redukowalne za pomoca operaciji
elementarnych na wierszach nazywamy rownowaznymi wierszowo.

Whiosek: Wszystkie macierze mozna podzielic na klasy rownowaznosci ze wzgledu na

operacje redukcji. Dowolng macierz z danej klasy mozna wybrac jako jej reprezentanta.
Przykiad: Wszystkie nieosobliwe macierze 2x2 naleza do jednej klasy.
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Wiasnosci macierzy réwnowaznych

Twierdzenie: Kombinacja liniowa kombinacji liniowych jest kombinacjqg liniowa.

Dowod: Rozwazmy kombinacje liniowg kombinaciji liniowych, gdzie c i d sg statymi:
d; (CiyXq + oo CaXn )+ 0y (Co Xy + oo+ Co X )+ oo 0y (Cog Xy + oo+ G X,y ) =

=(d,Cpy + .o+ dpCoy ) Xy +(diCpp + oo+ A Coip ) X + o+ (A G + oo+ Do ) X
Twierdzenie: Jezeli jedna macierz jest wierszowo redukowalna do innej, to kazdy wiersz

tej drugiej jest kombinacjg liniowg wierszy pierwszej macierzy. vy e )
Dowod: indukcyjny na minimalnej liczbie elementarnych operac;ji A= &
ha wierszach potrzebnych do przejScia pomiedzy macierzami. _m <
1) zero operacji, kiedy dwie macierze sa rowne A =B 5= '31
B =0-a +..+1.@ +..+0-@, B

2) Z: Jesli macierz G moze by¢ otrzymana z A w t20 krokach to jej wiersze sg k.l.
wierszy macierzy A. T: Wiersze macierzy B otrzymanej w t+1 krokach sg k.l. wierszy

macierzy A. A>...o>G—>o>B

Przyktad: Kolejne macierze oznaczamy A,D, G i B:
02 11 11 10 ﬂ1:(—1/2)a’1+1-a'2
(1 1) R &R, >(O 2) Ry /2 (O 1) Ri-R, >(O 1) B,=(1/2)a, +0-a,
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Macierz odwrotna

Definicja: Macierz kwadratowag A stopnia N nazywamy macierzg nieosobliwg jesli

isthieje macierz B taka, ze: BA = AB = |
Jesli macierz B nie istnieje, wtedy moéwimy, ze macierz A jest osobliwa.

Macierz B nazywamy macierza odwrotng do macierzy A i oznaczamy B = A ~*

jesli B jest odwrotnoscig A, wtedy A jest odwrotnoscia B:
BA=A'A=I = B'BA=B"'l = A=B"

macierz odwrotna, jesli istnieje, jest okreslona jednoznacznie:

hiech macierze B i C beda macierzami odwrotnymi do macierzy A, wtedy

CA=AC=1 = (CA)B=I1B=B } B
= B=C
(CA)B=C(AB)=Cl =C
odwrotnos¢ iloczynu macierzy: (ABC)'1 =Cc'B'A!
-1 _
ABC(AEC_)l _-1| o — (ABC)" =CBA"!
ABC(C'B'A!)=AB(CC™")B'A™ =|
jesli macierz A jest nieosobliwa to det A #0

AAT' = = det(AA)=detl = det(A)det(A")=1
a wiec ani det A ani det Al nie moga byé rowne zero.
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Znajdowanie macierzy odwrotne;

Zgodnie z metoda Cramera, rozwigzania /an a, - @, \( X, ) (dl A
uktadu rownan Ax = d: Ay Ay vt Gy || Xy B d,
\anl Ay vt ann)\xn) \dn)
Ay v alj—i 31 a1j+1 e Qg
W. Ayt Ay 2 Qg
dane sg przez X, = m gdzie W, = J 2 "
Ay e anj—1 dn anj+1 et Qpy

. 1 v
Rozwijajac W, wzgledem I-tej kolumny dostajemy X, = WZ deji gdzie Cji CY: |
j=1

= ] ] * ] ] -. ._
odpowiednimi dopetnieniami (bn b, - b, \
. . . . -1 21 bzz b2n

Niech B bedzie macierza odwrotna do macierzy A, tzn: A~ =B =
Poniewaz A (Ax)=A"'d = x=A"'d=Bd Dy By o By )

n

j=1 bj=—= = =
Poroéwnujac oba rozwigzania uktadu znajdujemy, ze: |A| det A
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Znajdowanie macierzy odwrotne;

Przyktad: Stosujac metode Cramera znajdz macierz odwrotng do macierzy:

-3 1 -1
A=15 -6 5
-5 2 -2
Znajdujemy elementy macierzy dopetnien:
-6 5 15 5 15 -6
Cpy = =2 Cp=- =5 Ci= =0
A B e R o EERES
1 -1 -3 -1 -3 1
Cy =~— =0 Cp,= =1 cCy=- =1
O S CU I i BN
1 -1 -3 -1 -3 1
Cyy = =-1 c, = =0 Cun-= =3
. ‘—6 5‘ . ‘15 5‘ ¥ ‘15 —6‘

Wyznacznik: det A = -3¢, +15c¢,, —5¢;; = -1

2 5 0) (=2 0 1
0 1 1| =[-5 -1 0
1 0 3 0 -1 -3
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Macierz odwrotna: A~! = —
detA -1
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Macierze elementarne

Definicja: Macierzami elementarnymi nazywamy macierze w postaci | —uv' gdzie uiv

sa kolumnami nx1 takimi, ze v'u = 1.

Uwaga: W szczegolnosci jesteSmy zainteresowani macierzami elementarnymi stowa-
rzyszonymi z trzema elementarnymi operacjami na wierszach (kolumnach) macierzy.
Macierze takie otrzymujemy z macierzy jednostkowej do ktorej stosujemy operacje

elementarne, np.: 01 0 1 0 0 1 0 0
E.={1 0 0 E.=(0 a 0 E.=({0 1 0
0 0 1 0O 0 1 a 0 1

Sa to macierze elementarne poniewaz (€ to jednostkowy wektor kolumnowy):
E,=l-uu', gdzieu=¢, -¢, E,=1-(1-a)ee E,=1+aee

Powyzszg konstrukcje mozna uogolni¢ na macierze dowolnego stopnia.

Twierdzenie: Pomnozenie dowolnej macierzy od lewej strony przez macierz elemen-

tarng odpowiadajaca danej operacji elementarnej (typu E1, E2, E3) jest rownowazne
wykonaniu tej operacji elementarnej na wierszach tej macierzy.

Natomiast pomnozenie od prawej strony jest rownowazne wykonaniu odpowiedniej
operacji elementarnej na kolumnach macierzy.
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Macierze elementarne

Dowod dla operacji typu E3:

E,A =(| +0CejeiT)A =A+tagA,=A+a a.il

AE,=A(l +aee )= A+aA,e =A+al

\O

0 0)
5 ' j—ty
ai2 aln .
. . wiersz
0 0 )
alj ()\
3| 0
anj ())

T i-ta kolumna

Przyktad: lloczyn macierzy elementarnych odpowiadajacych
operacjom z przyktadu ze strony 6-9:

Ry Ry Ry—3R; R,~2Ry

1 0 0)1 \( 1 1
0 0 1] 0 ]{—2 1 0|=|-3
0 1 0/-3 0 1)lo o 1) (=2

A =

0 0
0 1|=P = PA
1 0

S S e W N =

1
2
3
1 1)
0
0

S oSN &N A

M. Przybycien
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Odwracanie macierzy metodq Gaussa-Jordana

Metoda Gaussa-Jordana polega na zastosowaniu elementarnych operacji do uktadu

rownan Ax = |d tak aby przeksztatcié go do postaci x = A~'d
Ax=1d = BAx=Bld ale BA=l = B=A"

d; Qi o Qqy Xy 10 - 0 d1 Xy ay;
dyy Ay ot Ay, X, o1 -0 dz X, dy
. . . I . . = e
dy Ay vt Ay, Xn o0 -1 dn X dny

adyq Ay,

W celu uzyskania przejrzystosci wykonywanych 2
21 22
operacji, odwracang macierz przepisujemy

w postaci: a,, 4a,,

=A'd
a'ln - dl
a‘2n 2
a, ) \d,
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Jesli w wyniku zastosowania elementarnych operacji do wierszy tak skonstruowanej

macierzy, jej lewa strona stanie sie macierzg jednostkowq, wtedy prawa strona bedzie

macierzg odwrotng do macierzy wyjsciowej.

Uwaga: W przypadku kiedy macierz jest osobliwa, podczas odwracania metoda G-J po

lewej stronie pojawi sie wiersz ztozony z samych zer.

Twierdzenie: Macierz jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy kiedy daje sie zapisac jako

lloczyn macierzy elementarnych typu E1, E2 i ES.
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Mnozenie macierzy - uzupetnienie

oraz B=[bh ]pxn

Wiersze i kolumny iloczynu macierzy mozna zapisac¢ na rozne sposoby:

Niech beda dane macierze A = [aij]

mx p

A..B.,,

[ABl. =[ A.B,, |ALB.,]=AB=(a, a, - a,)| & |=

P
=a B1.+ai2 Bz-"‘"""aip Bp. = Zaik Bk.
k=1

Whiosek: Wiersze macierzy AB sg kombinacjami liniowymi wierszy macierzy B.

—Alo BOJ | (blj \
[AB]'J = AZ.:B.j =AB-j =(A.1 Ay - Aop) sz -
_Amo Boj_ \pr)

p
=Aol blj +A02 QJ +.”+Aop pr =ZAok h(]
k=1

Whiosek: Kolumny macierzy AB sg kombinacjami liniowymi kolumn macierzy A.
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Odwracanie macierzy metodq Gaussa-Jordana

Dowod Il (metoda G-J): Znalezienie macierzy odwrotnej do macierzy A jest rownowazne

rozwigzaniu rownania AX =1, a to z kolei jest rownowazne rozwigzaniu n ukltadow

rownan: Ax=1,, gdzie j=1,2,..,n
Jesli przez X,;, X,o ..., Xop 0znaczymy rozwigzania kolejnych uktadow to wéwczas
X=Xy [Xo| X, = A7

Jesli A jest macierza nieosobliwa, to wiemy, ze metoda Gaussa-Jordana redukuje
macierz uzupetniong [A]l ;] do postaci [I | X ;] gdzie X ,; jest jednoznacznym
rozwigzaniem uktadu Ax =1 ;, tzn.:

(Al ]2 1A, ]
Korzystajac z faktu, ze macierze wspotczynnikow A we wszystkich uktadach rownan
Ax =1, sa takie same, mozemy rozwigzac je metodq G-J jednoczesnie zapisujac

°

macierz uzupetniong w postaci rozszerzonej:

(A o =5 [ 1AL [[A ], [A]., ]

Czyli, zapisujac to w bardziej zwartej postaci mamy:  [A|l|—S=2[1|A"]

|01 |02 ’
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Odwracanie macierzy metodq Gaussa-Jordana

Przyktad: Stosujac metode Gaussa-Jordana znajdz macierz odwrotna do macierzy A
z poprzedniego przyktadu.
Zapisujemy macierz w postaci blokowej [A |1] a hastepnie stosujemy operacje elemen-
tarne do jej wierszy
-3 1 -1;1 0 0 1 -1/3 1/3,-1/3 0 0
15 6 510 10 B s |1 -6/15 5/150 0 1/15 0
-5 2 -2,0 0 1 1 -2/5 2/5, 0 0 -1/5
R,_R, (1 -1/3 1/3;-1/3 0 0
—BRy lo -1/15 00 1/3 1/15 0
0 -1/15 1/15} 1/3 0 -1/5

158, (1 -1/3 1/3,-1/3 0 0 R 3 10 1/3;-2 -1/3 0
—=% 5 10 1 0 -5 -1 0/—=— |01 0:-5 -10
L0 1 -1, -5 0 3 00 -1!0 1 3
R 10 1/3,-2 -1/3 0 o 100,22 0 1
=25 101 0:-5  -10 RS> (001 015 -1 0
00 -1!0 1 3 00 1! 0 -1 -3
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Relacja rownowaznosci macierzy

Definicja: Mowimy, ze macierze A i B sg rownowazne jesli mozna przejs¢ od macierzy A

do macierzy B poprzez operacje elementarne na wierszach i/lub kolumnach. Jest to re-
lacja rownowaznosci, ktorg mozna wyrazi¢ za pomocqg macierzy elementarnych P i Q:

A~B < PAQ=B
W szczegolnosci jesli macierz A da sie przeksztatcic w B jedynie za pomoca operac;ji

ha wierszach lub jedynie za pomoca operacji na kolumnach wtedy piszemy:
wiersz kol

A ~B < PA=B A~B < AQ=B

Twierdzenie: Jesli rzad macierzy A, wynosi I, tzn. rz(A) =r, wtedy A ~ N, = (Ié 8)
wiersz

Dowod: Zawsze zachodzi A ~ E, = istnieje Ptakaze PA=E,

Przestawiamy r podstawowych kolumn na lewo. Niech operacja ta oznacza mnozenie
od prawej strony przez Q,. W rezultacie otrzymujemy: _ | J
! PAQ,=E.Q:=| ,

00
Mnozymy od prawej strony

przez nieosobliwg macierz  Q, = (ICB _IJ) = PAQQ, = (ICS ‘é)(ld _IJ) = (ICB 8)

A wiec A ~ N, poniewaz P oraz Q = Q,Q, sa nieosobliwe.
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Relacja rownowaznosci macierzy

Przykiad: Niech rz(A) = r i rz(B) = s. Uzasadnij, ze rz('g‘ g) =rz(A)+rz(B)=r+s

A~N, A 0) (N, 0 AO) (N, O) .
B~NS} = (O Bj (O st = rz(o Bj—rz(o st—r+s—rz(A)+rz(B)

Twierdzenie: Prawdziwe sg nastepujace stwierdzenia dotyczace macierzy A, i B,

wiersz kol

A~B < rz(A)=rz(B) A ~ B & E,=E, A~B & E,,=E,
Dowod:
a) rz(A)=rz(B) = 5" = A~N,~B = A~B

Niech rz(A)=r i rz(B)=s czyli A~N, i B~Ng
A~B = N, ~A~B~N, = N, ~N, = rz(A)=rz(B)
wiersz
— wiersz
b) AwierszB } = A ~ Eg = Eg=E,

B ~ E,
wiersz wiersz wiersz
E,=E, > A ~ E,=E, ~B=>A ~ B
kol wiersz

T
c) A~B & AQ=B & (AQ) =B" & Q'AT=B" & AT ~ B’
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