dLy”™

fity




Macierze normalne

Twierdzenie: Macierz mozna zdiagonalizowac¢ za pomoca unitarnej transformacji podo-

bienstwa wtedy i tylko wtedy gdy jest normalna (AAT= ATA).
D®): Dowolna macierz kwadratowa mozna zapisaé¢ w postaci A =B +iC gdzie

le(A+AT) - BT:—l(A+A*) =—1(AT+A)=B
C—l(A AT = CT——?lI(A A - Zl(A T_A ) =C

BC:4—1.(A2—AAT+ATA _A ?))
| .~ jesli AAT=A'A to BC=CB

CB= 4—1i(A2 -AA+AA A P)
Poniewaz macierze B i C komutuja , wiec moga by¢ jednoczenie zdiagonalizowane,
czyli UTAU = U 'BU +iU"'CU musi tez by¢ macierza diagonalna.

D®: UT'AU=D = (UT'AU) =U"AU=D'=D’
U'AAU=(U"'AU)(U'A U )=DD"

~ > AAT=AA
u'a'aU=(U"'AU)(U'AU )=DD
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Diagonalizacja macierzy - podsumowanie

Zarowno hermitowskie (rz. symetryczne) jak i unitarne (rz. ortogonalne) macierze

mozna zdiagonalizowac za pomoca unitarnej transformacji podobienstwa.

m wartosci wtasne macierzy hermitowskiej sg zawsze rzeczywiste (wtasnie dlatego w
mechanice kwantowej obserwable sg zawsze stowarzyszone z wartosciami
wlasnymi operatorow hermitowskich)

= wektory wlasne macierzy hermitowskiej moga by¢ zespolone dlatego unitarna
macierz diagonalizujaca jest w ogolnosci zespolona.

= macierz rz. symetryczna jest macierzg hermitowska, a wiec jej wartosci wtasne sg
rzeczywiste. Poniewaz wartosci wtasne i sama macierz sa rzeczywiste, wiec wektory
wlasne mozna wybrac jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz diagonalizujaca
jest rzeczywistg macierzg ortogonalna.

m macierze unitarne i rz. ortogonalne mozna zdiagonalizowac przy pomocy macierzy
unitarnej. Poniewaz wartosci wtasne i wektory wlasne sa w ogolnosci zespolone,
wiec rowniez macierz diagonalizujaca jest macierza unitarng a nie ortogonalna.

(np. macierz obrotu jest rzeczywista macierza ortogonalna, jednak w ogolnosci
moze byc¢ zdiagonalizowana przez zespolona macierz unitarna)

Uwaga: Nie wszystkie macierze kwadratowe mozna zdiagonalizowac, ale wszystkie
macierze kwadratowe mozna sprowadzi¢ do postaci trojkatne;.
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Ruchiczastkiinatadowane}

Przyktad: Ruch czgstki natadowanej w statym polu magnetycznym skierowanym

wzdtuz osi ztzn. B = Bg,
Rownanie ruchu ma postac:

ruch jednostajny

e & € l
dv - dv, 0B dv, B dv,
Mg =VxB=ave vy v, d " m?Y dt . m* dt
0 0 B
Rozwiazemy uktad dwoch pierwszych rownan:

d(v,) gB(0 1) v, (0 i)V, _0gB
— = — =—l® . 0=
dt Vy m\-1 0 Vy \—l 0 Vy m

0 i)
—I 0)

Diagonalizujemy macierz A = (

det(A-aD) =% Ll=a?-1=0 = A =-1 A,=

—A

Znajdujemy wektory wtasne i konstruujemy macierz diagonalizujgca:

Ul:%(_li) oraz U2=%(i1) — U:%(—li Il) Ul_\/z(i i)
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Ruchiczastkiinatadowane}

Zdiagonalizowana macierz ma postac: o= @
- \/E - 1J\-1 0 \/E 1 1) {0 1

Rownania ruchu przyjmuja postac

d(Vi)_d (Ve ) om0 ) et (Ve ) (-1 0) (v
sl (o (8 o ()=l )

czyli dv _ oV, d—v'y =—ioV.
at dat /
ktérych rozwiazaniamisa V., =V, exp(imt) Vy, = Vo, exp(—iot)

(V"’iju*(v"szi(i lj(v(,szi( iv0X+v0yJ

\V"’y Voy ) 2= 1)(\Vay ) 2\ =iV, +Voy
(VXJ—U(V;)—L(_i ij(v;)_i(—iv{,xexp(imthiv{,y exp(—imt)]_
vy ) vy ) 2 vy )T 2 vicexpliot) +v), expl—iot) )

B ( (Vox —iVoy ) expliot) +(vo, +iv, ) expl—iot) ] ( Vyy COSOL +V,, Sinmt J
2| (iVox + Voy ) expliot) + =iV, +V,, ) expl-iot) | { —Vy, Sinot +V,, cost
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Formy kwadratowe

Definicja: Rzeczywistg formg kwadratowg w zmiennych x,, X,, ..., X, hazywamy jedno-

rodny wielomian stopnia druglego o rzeczywistych wspotczynnikach & | rzeczywistych

zmiennych X = (X1 y Xy s ...,Xn) postaci
n Math

f(X)=X"AX=) a;x X, = Peayer
i,j=1
= X; + Ay, Xs + .8, X2 +28, X, X, 283X, X, + ..+ 28 X X
Uwaga: Macierz wspotczynnikow A mozna zawsze uwazac za symetryczng, poniewaz dla
dowolnej macierzy C mamy:

cij=%(C--+C-i)+%(cij—c--)saj+b- gdzie a, =a, oraz b =-b,

ale ZbXX—Z(— ) xix bex bex_O

i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

n

Przyktad: Zapisz forme kwadratowa f (X) =3X] —2X; +4X5 + X, X, +3X, X3 —2X, X,

w postaci macierzowej. 3 1/2 3/2)( x,
f(R)=%x"AX= (%, X, x3)(1/2 2 -1 J(sz
X3

3/2 -1 4

M. Przybycien Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 9-6




Diagonalizacja formy kwadratowe;

Definicja: Postacia kanoniczng formy kwadratowej nazywamy postac w ktorej wystepuja

jedynie wyrazy kwadratowe w poszczegolnych zmiennych.

Twierdzenie: Niech A bedzie symetryczng macierza stopnia n o wartosciach wtasnych
Ay Ay ey A, Oraz niech Q bedzie macierza ortogonalng diagonalizujaca macierz A
poprzez transformacje podobienstwa QTAQ=D. Stosujac zmiane zmiennych X = QY
przeksztatcamy forme kwadratowa f (X) = X' AX do postaci kanonicznej

n
<) — 2 2 2
F(X)=D a;XX;, =& Vi +A,Y; +..+ A, Vi
i, j=1
Dowéd: f(X)=X"A%=(Qy) AQY =Y 'Q'AQY =YDy = A, Y2 + A,y +...+ A, Y’
Twierdzenie: Rzad formy kwadratowej (czyli rzad okresSlajacej ja macierzy) nie ulega
zmianie przy transformacji za pomocag nieosobliwej macierzy Q.

Definicja: Ogolna (zespolong) forma kwadratowa w zmiennych z,, z,, ..., Z, nazywamy
jednorodny wielomian stopnia drugiego o zespolonych wspotczynnikach &; i zespolo-

nych zmiennych 2=(ZI,ZZ,...,Zn)T postaci f(3)=3' Az = i a Z,*Z
- = iZ Z,

iLj=1
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Krzywe stozkowe - przyktad: elipsa

Przyktad: Przeksztatcajac forme kwadratowa do postaci kanonicznej okresl jaka krzywa

stozkowa przedstawia rownanie 9x% 4 Xy +6 y2 — 2\/§ X — 4\/8 y=15 Matd

Player

Czesc kwadratowa powyzszego rownania mozna zapisac jako:

9x* —dXy+6Yy* =9x* —2Xy—2Xy+6Yy’ =(X y)(_g2 _62)())(/)
Wartosci wtasne macierzy wspotczynnikow:

9-A» 2
-2 6-A

odpowiadajace im wektory wlasne:

e 3 ) = ol
e (3 3E)-0 - on(3) -5

Diagonalizujemy forme kwadratowa:

B e TR T TN
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Krzywe stozkowe - przyktad: elipsa

Diagonalizaja macierzy wspotczynnikow przy wyrazach kwadratowych, jest rownowazna
Zmianie zmiennych: ( 1

X X' =2 \( X' =5 (xX'=2y)
M R Cr Vg W

A wiec wyjsciowe rownanie moze by¢ przepisane w postaci:

(X' y')UTAU (?Z)—zﬁﬁ(x'-zy')—4ﬁ%(zx'+ y') =15

lub po uproszczeniu

2 12 ’ 12 12 ’ ( X’ — 1)2 y’2
5x"+10y*" -10x'=15 < xX“+2y"-2x'=3 <& +——=1
4 2
Jest to réwnanie elipsy o srodku w punkcie (X' =1, y' = 0) oraz osiach 2J4 i 242
0§ gtéwna elipsy jest skierowana wzdtuz wektora V, a krotsza wzdtuz wektora V.

Oznacza to, ze oS glowna oryginalnej elipsy tworzy kat 0 z osia pozioma uktadu wspot-
rzednych, ktory jest rowny: - (COSO) 1 (1)

1
= = O =arccos—

5 V5
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Twierdzenie Sylvestira-Jacobiego

Twierdzenie (Sylvestra-Jacobiego, o bezwladnosci form kwadratowych): Jezeli forme

kwadratowa rzeczywistg sprowadzimy do dwoch réznych postaci kanonicznych za po-
moca dwoch roznych macierzy rzeczywistych nieosobliwych, to obie formy kanoniczne
maja zarowno te same ilosci wspotczynnikow dodatnich jak i wspotczynnikow ujemnych
(mowimy ze maja takie same sygnatury).

Dowod: Niech przeksztatcenia X = BY oraz X = CZ przeprowadzaja forme kwadratowa
f (%) odpowiednio do postaci kanonicznych

g(¥)=byy; +...+B Vi =By Vear — = by Ve

h(z) = C1212 +...+ szrzn _Cm+lzrzn+1 o Cm+er2n+p
gdzie wszystkie b, > 0 oraz ¢, > 0 oraz zachodzi rownos¢ k + | =m + p, bo obie postacie
kanoniczne maja ten sam rzad co forma f ().
Dowod sprowadza sie do pokazanie, ze m = k oraz p = |. Przypusémy, ze tak nie jest.

Niech k > m (czyli | < p). Rozwazmy przeksztatcenia odwrotne ¥ = B™'X oraz Z =C'X
Uktad rownan (n—k+m < n): {

-

yk+1:0’ yk+2=01 seey _yk+I:0
2120, Z:O’ e _Zn:()
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Klasyfikacja form kwadratowych
Niech wektor X, = (Xf Xr‘f ) bedzie jednym z niezerowych rozwigzan tego uktadu.
f(X,)=by;+..+by; =0

= —Crs1Zmst — = ConspZimsp S 0

Dowod dla k < m przebiega analogicznie.

= f(X%)=0 = y,=0,y,=0, ...,y,=0

a wiec X, =0 - sprzecznos¢!

Klasyfikacja rzeczywistych form kwadratowych:
= f (X) nazywamy dodatnio okreélona jesli f (X)> 0 dla wszystkich X = 0
oraz f (X) =0 wtedy i tylko wtedy gdy X =0 . f (%) =3x>+2x2 +4X2

= f (X) nazywamy ujemnie okreslona jesli f (X) < Odla wszystkich X # 0

oraz f (X) =0 wtedy i tylko wtedy gdy X =0 . f (%)= —(3x12 +2X5 + 4X32)
= f (X) nazywamy dodatnio po’fokreslonajesll f (X)>0 dla wszystkich X # 0

oraz f (X) =0 wtedy i tylko wtedy gdy X =0 . f (%) =3x>+4x3
= f (X) nazywamy ujemnie pétokreslona jesli f (X) < 0 dla wszystkich X = 0

oraz f (X) =0 wtedy i tylko wtedy gdy X =0 . f (%)= —(3x12 + 4x§)

= f (X) nazywamy nieokreslona jesli nie spetnia zadnego z powyzszych warunkow.
f(X)=3x}-2x7+4x}
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Funkcje macierzy

Kazda macierz A moze by¢ pomnozona przez siebie dowolng liczbe razy:
A"=AA.A = AAT=A™"
%,_/
n razy
Dobrze zdefiniowana jest rowniez odwrotnos§é macierzy A~'A = AA ! =|

a wiec rowniez logiczne sg definicje:
n
A°=A"'=AAT=| oraz A= @A ')
Wykorzystujac te definicje mozemy zdefiniowac funkcje wielomianowe macierzy
poprzez doktadng analogie z funkcjami zmiennej skalarnej.

Przyktad: f (x)=x*+5x+4=(x+1)(x+4) (1 1)
f (A)=A%+5A +4 =(; ;)2+5(; ;)+4((1) (1)] (}g 39)
F(A)=(A+1)A +4 )= [(2 3) ((1, m[(; ;,]Jf ((1) (1))} (ig 390)

Przyktad:

f(A)zAf\—l =A(A%2-l )_1=(; ;)[(; ;)2—((1) (1))} 1=%(_21 i)
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Funkcje macierzy

Dysponujgc macierzg kwadratowa A, zastanowmy sie jak nalezy zdefiniowac funkcje
macierzy np. eA, SinA, InA, ...

2/ :
- . [ a a " SIna Sina
Czy ma sens definicja: SINA = Sln( 11 12J=( 11 12)

& a,) (sinay, sina,

Nie ma, poniewaz oczekujemy, ze funkcje macierzy powinny spetniac podobne zwiazki
jak funkcje zmiennych skalarnych, czyli np. sin’A+cos’A = | dla wszystkich macierzy A.

Do definicji funkcji macierzy mozna wykorzystac rozwiniecie funkcji w nieskonczony
szereg Maclaurin’a: i (Z) — ianzn
n=0

Jesli taki szereg jest zbiezny dla |Z| < R to réwniez szereg macierzowy z anAn jest
zbiezny jesli wszystkie wartosci wtasne A spetniajg warunek |7vi | <R. 0

(6.9

Definicja (funkcji macierzy): f (A) = Z a A g

Przykiad: n=0
, 00 Zk ZZ Z3 00 Ak AZ A3
ezkz::()mzl+z+i+§+... = é=§W= H A+ S
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Funkcje macierzy

Jesli A jest macierza diagonalizowalng wowczas mamy

A =SDS' = SdiagdA, ,..A,) S
~(SDS") = SDS' SDS .....SDS =$D's =Sd@ag L) -

krénzy
S AL SDkS1 _
. A _ L 1 A
Przykiad: e _Z‘) | kz:;) S(Z kl)s Sdiag & ,..}e) &
Niech A:(é f) ‘1?‘ lfx‘=x2—2x—24=0 = A =61iA,=-4

Znajdujemy wektory wtasne i konstruujemy macierz diagonalizujgcag

_ 1 _ 1 1 1 1{1 1
U1=(1) U2=(_1) = S=(1 _1) = Sl:i(l _1)

a wiec

h_dge 0 31_1(1 1)é 0 (1 1)_1 d+ ¢ & ¢
~ Lo e 2\1 -1J{o e*)\1 -1) 2( é-¢& &+ ¢
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Funkcje macierzy

Idee te mozna uogolni¢ na dowolna funkcje f(z) okreSlona na wartosciach wtasnych A;

diagonalizowalnej macierzy A=SDS™! wprowadzajac definicje
f (D) =diag( f (A;),....T (X))
f(A)=Sf(D)S" = Sdiad f (&) ,...f (A,)) S

Przyktad: Rozwiaz rownanie macierzowe A% —4A +4| = (g 2)

Najpierw zdiagonalizujemy macierz znajdujaca sie po prawej stronie rownania:

4-A 3
5 6-—A

Znajdujemy wektory wtasne i konstruujemy macierz diagonalizujacag
(1 _ (3 (1 3 1 1(5 -3
n-(4) sfs) = ose(hF) = s D)

Po zdiagonalizowaniu macierzy prawa strona rownania staje sie rowna

- ({433

=A*-10L4+9=0 = A, =11 A,=9

56 09

Math
Player
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Funkcje macierzy

Lewa strona rownania musi by¢ rowniez diagonalna, a wiec:

-1 2 _ 1 4 3 1 O
S1(A2—4A+41)S=S (5 6)5{0 9)

Zatozmy, ze ST AS :()(()1

S‘l(A2—4A+4I)S:(X12_4X1+4 , 0 ):(1 O)
0 X:—4x, +4 09
ktora jest rownowazna uktadowi rownan:
X;—4x,+4=1 = x,=1,3
{x§—4x2+4=9 = X,=35,-1

Mozliwe sq nastepujgce kombinacje:

10 1 0 30 30
A1=(0 5)’ Az:(o —1)’ A3=(0 5)’ A4=(0 —1)

W konsekwencji wyjSciowe rownanie ma wiec cztery rozwiazania:
~ 1 _1(5 3 _1({1 -3 _1(15 3 _1(3 -3
Ar=ShsS —2(5 7)’ Az—4(—5 —1)’ A3—4(5 17)’ A4—2(—5 1)
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Macierz nilpotentna

Przyktad: Dana jest macierz A. Znajdz e”.

Z
0
g CA"=0dlan>3
0

SO MmN
S =W
I

ok
=~

— N N
—

Definicja: Macierz kwadratowg A stopnia n nhazywamy nilpotentna, jezeli isthieje taka

liczba naturalna m > 1, ze A™ = 0 (O jest tutaj macierza zerowa).

Przykiad: Przyktadem macierzy nilpotentnej jest macierz (0 a, a; - a,
scisle trojkatna, tzn. majaca zera na diagonali i ponizej: 0 0 a, - &,
Twierdzenie: Dla macierzy nilpotentnej A zachodzi: o : L

det A=0orazTrA=0. 00 0 - &,
Dowod: AX=AX = A™=A"X 0o o0 o0 - 0 )
Poniewaz A"=0orazX#0 wiec A"=0 = A =0

Awiec TrA= A +A,+...+A, =0 detA=AA,..A, =0
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