dLy”™

fity




Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie (Cayleya-Hamiltona): Kazda macierz kwadratowa spetnia swoje wlasne

rownanie charakterystyczne.
D: Chcemy pokazac, ze jesli wielomianem charakterystycznym macierzy A jest
w(A)=det(A-Al)=cA"+c,_ A" +...+¢,
to wowczas spetnione jest rownanie macierzowe
w(A)=c,A"+c,_ A" +...+c, 1 =0
Niech X; bedzie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci witasnej A, czyli
W(A;)=0 oraz AX; =A;X,

| |
Mamy: W(A)X, = (c, A"+C, A" .. +¢1 )X = (AN +C AT +.. 4G )X, =
Powyzszy zwigzek jest prawdziwy dla dowolnego wektora wtasnego macierzy A, a
wiec W(A) musi by¢ macierzg zerowa.

Przyktad:
aeft ) wov-wmes wonrefy 3o 30 3-8 )
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie Cayleya-Hamiltona mozna wykorzystac do znalezienia odwrotnosci macierzy:
w(A)=c,A"+c,_ A" +...+c, 1 =0
mnozac obustronnie przez A~! otrzymujemy:
A'w(A)=c, A"'+c, A" +..+c, AT =0

a stad

A =—Cl(an“—1+ Cii A"+ 4Gl )
' 5 7 -5
Przyktad: ZnajdZz macierz odwrotng do macierzy A=(0 4 -1
5-2 7 -5 L
wd)=l 0 4-2 -1 |=-A*+6A*=11A+6

2 8§ -3-A\
wW(A)=-A3+6A*-11A +6l =0 = A7'Tw(A)=-A%+6A-111 +6A =0
Al =%(A2—6A+11I ) =

157—52 57 -5 100_1—4-1913
=<[0 4 -1 -6/0 4 —1]+11/0 1 0||=%|2 =5 5
28 -3 2 8 -3 001)] °(-8 26 20
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Zastosowanie tw. Cayleya-Hamiltona do znajdowania wysokich poteg macierzy:

w(A)=c,A"+c,_ A" +...+c, 1 =0 = A" =—Cl(cn_1A”‘1+...+c0 I)

n

Mnozac ostatnie rownanie obustronnie przez A i podstawiajac go jednoczesnie za A"

H . 2
dOStajemY' An+1 _ [Cn—l . Cn_2 jA n—1+." + [ Cn—;CI . C() )A_l_ Cn—ICO I

2

Crf Cn Cn Cn Cn

Proces ten moze by¢ kontynuowany, co oznacza, ze dowolna catkowita potege macie-
rzy stopnia N mozna zapisa¢ w postaci wielomianu macierzy stopnia co najwyzej n—1
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Zastosowania tw. Cayleya-Hamiltona

Przyktad: Znajdz macierz A jesli A = (; i)

1
w@)=|'Th P 1=a -2 -8=(-)(42)=0 = 4, =4, 4, =2
A wiec wartosciami wtasnymi macierzy A% sg 1" i A} czyli spetnione sa réwnania
wiasne: AR, =0"%, oraz A%, =AX

Z drugiej strony, wiemy na podstawie tw. C-H, ze macierz A" mozemy zapisaé jako

kombinacje liniowa macierzy A i | (poniewaz A jest stopnia n=2): A'® = a0 A+ Bl

Stad mamy. ’6\100)(1 (GA"‘BI )X ((X,}\.l + B))Z'l _ xiOO _ a;\q +B
AR, = (aA+Bl X, =(ak, +B)X, Ay =0k, +P

1 1
Rozwiazujac uktad réwnan o= (7\-100 — 7»100) (4100 —21)

wzgledem o i B otrzymujemy:
B= ; ix (7\.17\.;00 —7\,27\,100)=%(4100 +2101)
1 2

a wiec: AL00 _ %(4100 _ 100 )A+ %(4100 4 plo1 )l
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Diagonadlizacja macierzy: kwadratowe)

Dana jest macierz A .. Jej wartosci wlasne A, i wektory wiasne X. spetniaja rownanie
AX, =A%, dla i=1,...n
Kazde z rownan witasnych osobno mozna zapisa¢ w postaci:
(3-11 A o aln\ (Xli ) (7‘4 Xii )
&y Qy Ay, Xyi 7“i Xyi

\anl Ay ann) \Xni/ \}“ixni Y,

Natomiast wszystkie jednoczesSnie daje sie zapisac w zwartej postaci w formie:
(an A, - aln\ (Xn X = Xln\ (7\'1X11 7\'2X12 knxln\
Ay Qy Ay Xo1 Xy ot Xy B 7\'1X21 7\'2X22 7\'nX2n
\anl Ay ann/ \an Xnz *°° Xnn) \7\'1Xn1 7\'2Xn2 knxnn)
(X11 X = Xln\ (7\'1 o --- 0 )
B Xo1 Xy ot Xy 0 7\'2 e 0
\an Xoz " Xnn) \0 o -- }\'n/
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Diagonadlizacja macierzy: kwadratowe)

Wprowadzajac oznaczenia (Xyy Xpp o0 Xpp ) (A, 0 - 0)
Xa X X2 0 2, 0
S=| . " | oraz A=
kxnl Xz Xnn) \0 o - }"n/

mozemy powyzsze rownanie macierzowe zapisa¢ w postaci

AS=SA = S'AS=A
Whiosek: Wykorzystujac macierz zbudowang z wektorow wtasnych mozna za pomoca
transformacji podobienstwa przetransformowac¢ macierz A do postaci diagonalnej w
ktorej elementami diagonalnymi sa wartosci wktasne macierzy A.
Przyktad: Zdiagonalizuj macierz za pomocg transformacji podobienstwa.

(1 2 CI=A 2 | 42 _ _ _
A—(2 1) det(A-Al) = ) I—K‘_k —2A-3=0 = i =-1 A,=3

weidorywiasne: =) oz 0,=(1) = s=(3 1) = s=4(F ]

stas=3(7 1)z 1) 1)=(3 3)=(% 2 |
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Diagonadlizacja macierzy: kwadratowe)

Po znormalizowaniu wektorow wtasnych utworzona macierz jest unitarna (ortogonalna)

1 (_1) S | (1) 1 (-1 1) a1 (-1 1)
u, =—= oraz U, =— = U=——7 = U =—

1 \/5 1 2 \/5 1 \/5 1 1 \/5 1 1
Transformacje U AU = U'AU = A nazywamy unitarna transformacja podobiefistwa.

Przyktad: Zdiagonalizuj macierz za pomoca transformacji podobienstwa.

4 6 6
A=(1 3 zJ det(A-AD)=(A-1)(A-2)=0 = A, =1, A,;=2
-1 -5 2

=3 33
Wektory wtasne: A, =1: V,=—— —31 Aog=2: V,=—+—| -1
Whiosek: Tej macierzy nie da sie zdiagonalizowac.
Uwaga: Kompletnym uktadem wektorow wiasnych macierzy A, nazywamy kazdy
uktad n liniowo niezaleznych wektorow wtasnych tej macierzy. Macierze ktore nie
posiadajg kompletnego uktadu wektorow witasnych nazywamy niekompletnymi.
Uwaga: Macierz A ., jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy gdy posiada kompletny
uktad wektorow witasnych.
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Macierze hermitiowskie i'symetryczne

macierz (anty)hermitowska: AT=+A = a; _+a
macierz (anty)symetryczna: A' = +tA = a; = xa;

wartosci wtasne macierzy hermitowskiej (lub rz. symetrycznej) sa rzeczywiste:

_ G _ g STAY -2 whe
D: AX=2AX = X' AX=AX'X }:} (A—ADL= (1 k)”*‘

ot At * ot Sta o * ot
XAl=A X = X'AX=AXYX o

A=A"T = (AL-1")X'%
X'x#0 = A=A
wektory wtasne odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym macierzy
hermitowskiej (lub rz. symetrycznej) sq wzajemnie ortogonalne:

. g 1 v t _ —-T—-

D. A)_(.l—}\.«l)il :> XTAXI }\.« 1 :> 0:(}\‘1_}\‘2)5(.1-5(.
AX, =L, X, = szx1=7\2x2x1

AMEA, = X%X=0

Definicja: Macierz kwadratowg A nazywamy normalng wtedy i tylko wtedy gdy komutuje

ona ze swoim sprzezeniem hermitowskim, tzn. AAT= A'A.
Whiosek: Wszystkie macierze (anty) hermitowskie (rz. (anty) symetryczne), unitarne

(rz. ortogonalne) sa macierzami normalnymi.
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Twierdzenie: Macierz hermitowska (lub rz. symetryczng) mozna zdiagonalizowac za

pomocg macierzy unitarnej (lub ortogonalnej).

D: W przypadku wszystkich roznych wartosci wtasnych macierz mozna zdiagonalizowac
za pomoca transformacji podobienstwa STAS=A

Pokazemy, ze macierz hermitowska mozna zdiagonalizowac rowniez w przypadku
zdegenerowanych wartosci wtasnych.

Niech A, bedzie zdegenerowana wartoscia wtasna macierzy hermitowskiej H,  a X,
wektorem wlasnym do tej wartosci wtasnej.

Konstruujemy uktad n ortonormalnych wektorow X, tak aby pierwszym z nich byt X,
Z wektorow tych budujemy unitarng macierz U, = ()“(1 X, ... Y(n)

Transformacja unitarna UTHU ma doktadnie ten sam zestaw wartosci wiasnych
co macierz H:

0=det(U'HU-A1)=det(U™(H -2l )U ) =detU det (H —Al XetU =

=det(U'U)det(H=A1)=det(H =Al)
Macierz UTHU jest hermitowska:
(U'HU) =U™H U = U HU
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Mamy:

4 7" ) — —
CXor et HX, =A%,
+ «— X5, — I R ozn _
U,HU, = . H|{ X, X, X, |= HX, = h,, i#1
:* Xi |X1) =0
\ y(n —> ) \ i i i J < 1> !
( X =) Al 0 - 0 )
T | I L R R (e : i T :
- % > o ) 0 o, Gt\f bo JestulHU1§
- : AMXy h,|=| . . : i hermitowska
\ < 5’(; —>) \ il il il Y, \ 0 Oy Ol )
det(H-Al) =det (UIHU, -\l ) =
A —A 0 0 0 o -,
0 Oy —A Oy Qs 2 Gzs %z
Oy Oy —A Osn
0 Oy Oy —A A3n | = (}\,1 — }\,) . . .
0 Oy O3 © Oy — A Oin2 Ohn3 Ohon A
Matematyczne Metody Fizyki | Wyktad 9-11
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Definiujemy macierz H, stopnia n—1:

Oy Oy Asn )
O3 Q33 o+ A3y
_ T
H,=| . o , U.HU, =
L] L] . L] 1 l
\Xny  Op3 A

Wsrod wartosci wiasnych H, musi pojawic sie A,. Konstruujemy uktad n—1 ortonormal-
nych wektorow z ktorych pierwszy jest wektorem wltasnym macierzy H1 do wartosci

wilasnej A,:
Py (Vo ) (Van )
~ Y3 ~ Y33 _ Y3n ~ ~
Va=| | Ve=| | Yea=| Hy: =Y
\ Yn2 / \ Yn3 \ Y /
1 0 --- 0 )
R . . . 0 vy, - Vi
Definiujemy unitarng macierz U, stopnia n: U,= .
ko Yo - ynn)
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Wowczas unitarna transformacja podobienstwa za pomoca U, daje:

HYy.=AY.
<yi |y1> =0j;
(A, 0 0O 0 )
0O A, O -0
0 ) BSn

U (UHU,)U , =
(1 0 0 )

_ 0 y22 yn2
\0 y;n ytm y,

o

H,

...)

(1 0
0 v,

0 Yoz

0 )
Yan

Yon )

\0 0 BnS Bnn)

Jesli A, jest m-krotnie zdegenerowana wartoscig wlasna to powyzszy schemat powta-
rzamy m razy. Pozostata czeS¢ macierzy moze byc¢ zdiagonalizowana przez wektory

wlasne odpowiadajace roznym wartosciom wtasnym.
Do zdiagonalizowania macierzy stopnia n potrzeba n—1 transformac;ji unitarnych:

U'HU=A
Whniosek: Kazda macierz hermitowska (lub rz. symetryczna) stopnia n posiada n orto-
gonalnych wektorow wtasnych bez wzgledu na degeneracje wartosci wtasnych.

u=uu,---U.

UHU=A = U(UHU)=UA = HU =UA

M. Przybycien
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Przyktad: Znajdz unitarng macierz U diagonalizujaca poprzez transformacje podobien-

stwa macierz hermitowskag 2 1 1
H=|-i 2 |
1 -1 2
Wartosci wtasne macierzy H sa pierwiastkami jej rownania charakterystycznego
2-A i 1 5
det(H —Al ) =| —i 2—-A i |=A+6A =9 =-2(L=3)" =0
1 -1 2-A

Mamy trzy wartosci wlasne A, =3 A,=3 A;=0

. T , . . :
Niech V, = (V1 V, V3) bedzie jednym z wektorow wtasnych do wartosci witasnej A,:

-1 1 1)V 1

- =1 i |{|v,|=0 = V,—1v,—-Vv;=0 = Vv,=|0

1 —i 1)\, 1
Wybieramy trzy liniowo niezalezne wektory 1 0 1
1 0 0
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Korzystajac z metody Grama-Schmidta znajdujemy ukitad wektorow ortonormalnych:

- 1 0

§een oé@ oM

%, =Xa -1
e ﬁ_l

Unitarna transformacja podobienstwa za pomoca macierzy U, = ()”(1 X X3)

(1 1 ) (1 1 )
) Al i 0NNz %
UHU,=[ 0 1 0 |[-i 2 i|l0 1 o0 |=
1 1T - 2) 1 1
f J2 \f J2 )
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Poniewaz H i UIHU . maja te same wartosci wtasne, wiec A = 3 i A = 0 musza by¢

wartosciami wkasnymi podmacierzy

Hl:(ixzﬁ

—iv2

1
Znormalizowane wektory wtasne macierzy H, do wartosci wlasnych A =3 iA =0 to
7 _ (1 0 0 )
o1 (-2 g _ L[] 2 1
e - ) BT
A2
A wiec macierz diagonalizujgca U ma postac \ \/5 3 /
4 3\ \
- 0 — V2 V6 3
\/5 \/5 2 1 2 1
u=uu,=| 0 1 0 0 —i\/: | — 0 IL[= 11—
1 ) 1 3 3 3 /3
I — T 1 1 1
el e P N O S W ¥
\ g L V3 3 V2 V6 V3,
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

Rzeczywiscie mamy:

(1 0 1)
J2 J2
t 1 1
UHU_T \/7 T
14 1 1
3 BB

Kolumny macierzy U sg ortonormalnymi wektorami wtasnymi macierzy H:

2
Hl_jl =7\‘1l_jl: _I 2
1 i
2
Hl_jz =7\42l_jz: _I 2
1 i
2
HU, =AU, | -1 2
1 i

(1 1 L\
TR R Ty
—I 2_ | 0 |\/; ﬁ =0 3 0
1 —i 2 0 0 0

\x/_ \/_ x/_/
1\(1/J_ (1/3/2
i =3/ 0
2/\1/\/7 \1/\/5
N 1/J6 ) 1/v6
i || —iv2/+/3 |=3] -iv2/3
2)\ ~1/J6 y, ~1/6
N[ 173 1//3
i] i/J3 [=0| i//3
2)\-1/V3)  \-1/43
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Diagoenalizacja macierzy hermitiowskie)

W praktyce korzystamy z udowodnionego twierdzenia. Wektory wtasne do niezdegene-

rowanych wartosci wkasnych znajdujemy w zwykly sposob.

Wektory wtasne do zdegenerowanej wartosci wlasnej A = 3 musza spethia¢ warunek
X, —1X, = X; =0 = X, =10X,+ X,

W ogolnosci wektory wiasne dane sg wiec przez

IX, + X5 i 1
U= X, =X,| 1|+ X%;]0
X, 0 1 1
Jeden z wektorow wlasnych znajdujemy wybierajac np. X, = O: U, = % 0
Drugi wektor wybieramy jako ortogonalny do U, : 1
IX, + X5
T o)=(1 0 1) x, [=iX,+2%,=0 = X,=2iX,
X3
-1 -1
Drugi wektor wtasny do wartosci whasnejA =3 to U, = X;| 2I |= L 21

1 V6 1
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RoWreEZestiardiagenalizacyaNmacierzy

Twierdzenie: Dwie macierze A i B mozna jednoczesnie zdiagonalizowac poprzez trans-

formacje podobienstwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze A i B komutuja tzn. AB=BA.
D=): D,=S'AS _, DD-= S'ASS' BS=3% AB
D2:S'188 DD = S'BSS AS=3 BA
D1D2—D2D1=S’1ABS— S'BAS = S' ABS=S BAS= AB = B/
D'“: S'AS=D S'BS=B , , N
(7‘~1b11 7‘~1b12 7‘~1b1n
S'ABS=S' ASS' BS=DB x : : . :

\}“nbrlll )“nbr'lz )“nbr'm)
(7‘~1b1’1 7‘~2b1’2 )“nbl’n\
S'BAS=S'BSS' AS=BD F : S

\7‘~1br’11 7‘~2br’12 7‘~nbr’m)

Al 0
DlarA#A, AB=BA = DB'=BD, = B'=| : ;

L D,
0 knb;n
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RoWreEZestiardiagenalizacyaNmacierzy

\

Dla A; = A;= A mamy (.

S'AS=D =

L0 0

0 0
0

")

«— |-ty wiersz

«— |-ty wiersz

Poniewaz B=B' = S'BS=(S! BQT wiec istnieje unitarna macierz T taka, ze:
T (S'BS) T=D,
Z drugiej strony mamy T7! (S'IAS) T=T"'D,T=D,T'T=D,

A wiec istnieje macierz hermitowska U=ST diagonalizujgca jednoczesnie A i B.

Uwaga: W mechanice kwantowej operatory ktore mozna jednoczesnie zdiagonalizowac

odpowiadajg wielkosciom fizycznym, ktorych jednoczesny pomiar nie jest ograniczony

zasada nieoznaczonosci.
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RoWreEZestiardiagenalizacyaNmacierzy

Przyktad: Znajdz unitarng macierz U diagonalizujaca jednoczesSnie macierze

2 1 3 2 8 7
A_(l 2) B_(Z 3j = AB—(7 8j—BA

Znajdujemy wartosci wiasne i wektory wtasne macierzy A:

2-A 1
1 2-A

3 bl

: : : : - 1 (1 1 1 (1 -1
A wiec unitarna macierz diagonalizujgca to S_\/E 1 1) = S —\/5(1 1)

=A-1D(A-3)=0 = A, =1 A,=3

det(A—M)z‘

Rzeczywiscie mamy:
iae 1(1 132 1)1 1) (1 0
S AS= 2(1 1 j(l 2)(—1 1)_(0 3)
ipe_ 1(1 -1}(3 231 1) (1 0
S BS= 2(1 1 )(2 3)(—1 1)_(0 5)

Jednoczesnie wida¢, ze wartosciami wlasnymi macierzy B sg A,=1i A,=5
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