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Podprzestrzenie macierzowe

Definicja: Zakresem macierzy A € R™" nhazywamy podprzestrzen R(A) przestrzeni R™

generowana przez zakres funkeji f (X) = AX: R(A)= {A)‘(’| X e R”} cR"

Definicja: Zakresem macierzy A" € R™™ nazywamy podprzestrzeh R(A') przestrzeni R"
generowang przez zakres funkcji f (S'/) =A"Y: R(AT)= {ATy’ |y € Rm} cR"

(& )
Wszystkie obrazy odwzorowania AX i i
sg liniowymi kombinacjami kolumn ; AX = (A.1 A,l...| A.n) E{z = Z E”.A.j
macierzy A, tzn, jesli X = (2‘;1,2‘;2 , ...,é‘;n) : j=1

\Sn )

A wiec przestrzen R(A) to przestrzen napieta przez kolumny macierzy A (przestrzen
kolumnowa), tzn. beR(A) & X, b = AX

Podobnie R(A") to przestrzen napieta przez kolumny macierzy A’ czyli wiersze macie-
rzy A (przestrzen wierszowa), tzn. ae€ R (AT) =\ a = SIT A

Przyktad: Podaj interpretacje geometryczng przestrzeni R(A) oraz R(A") dla macierzy
A (1 2 3) R(A)=span(A. AL A;) = RA)= span((L 2)T) —linia w R?

246] R(AT)= span(A,,A,) = R(AT)= span((L 2 3)T) —liniaw R’
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Podprzestrzenie macierzowe

Twierdzenie: Dla dwoch macierzy A i B o tych samych wymiarach zachodzi:

wiersz

a) R(AT)=R(B") @ A ~ B b) R(A)=R(B) < A

Dowod:
wiersz

a) A ~ B = istnieje Ptakaze PA =B o

aeR(AT) © Fy: 3 =7 A=y P*PA L d-7Be 2cR(B)
R(AT)=R(B") & span(A,,A,,..,A,.)=span(B,,B,.,....B,.) & A~ B
b) dowéd przebiega analogicznie jak w (a) zastepujac odpowiednio A, B przez AT, B'.

Przyktad: Czy nastepujace zbiory wektorow napinaja ta sama podprzestrzen R":

A={(1,223) (2413) (3614)} B=1{(0,011) (1234)]
Konstruujemy macierze A i B, ktorych wierszami sa wektory ze zbiorow A i B:

1223 1201
A=12413(->]0011|=E, B:G)(Z);}Ij_)((llggij:EB
J 614 00060

span(A) = span(B) poniewaz niezerowe wiersze w macierzach E, i E; sg takie same.
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Podprzestrzenie macierzowe

Twierdzenie: Niech A bedzie macierza o wymiarach mxn, a U dowolhg macierza w pos-

taci schodkowej otrzymang z macierzy A:
(a) niezerowe wiersze macierzy U napinaja przestrzen wierszowg R(A"),

(b) kolumny podstawowe w macierzy A napinajg przestrzen kolumnowg R(A).
wiersz

D:a) A ~ U= R(AT)=R(U")

b) Niech by, b,, ..., b, oraz n,, n,, ..., n; 0znaczaja odpowiednio podstawowe i niepodsta-
wowe kolumny macierzy A. Macierz Q, niech bedzie macierza permutacji przesta-
iaj kol I K 2
wiajaca kolumny podstawowe na lewa strone, tak ze AQ, = (B N th)

Kolumny niepodstawowe sg liniowymi kombinacjami kolumn podstawowych i moga

by¢ wyzerowane za pomoca operacji elementarnych na kolumnach macierzy AQ;:
kol

AQ1Q2=(Bmxr met)Q2=(B O) = EIQEQle:AQ=(B O) = A~(B O)

Przyktad: Znajdz zbiory napinajace przestrzenie R(A) i R(A"), jesli:

(( (0)]
1223 1) (2 ;\ g\
A={2413 R(A)=spani|2|,|1 R(AT)=span{| = |,| , |}
0|1
3614 3) 1
SYASY)
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Podprzestrzenie macierzowe

Definicja: Jadrem odwzorowania f: R" — R™ nazywamy zbiér N (f )= {)”( | f (%)= 6}

Twierdzenie: NV f ) jest podprzestrzenia R".

D: (A1): X,,X,e N(f) = (X, +%,)=f(X)+f(X,)=0 = X +%,e N(f)
(M1): XeN(f)iaeR = f(ax)=af X)=0 = aXxeN(f)

Definicja: Przestrzenig zerowa (jadrem) macierzy A .., hazywamy zbior

N (A)={%,,|AX =0} c R"

Definicja: Lewostronna przestrzenia zerowa (lewostronnym jadrem) macierzy A ...,

nazywamy zbior N(AT) = {mel |ATY = (3} cR"
Przyktad: Znajdz zbi6ér napinajacy przestrzen N(A) gdzie A = (; i 2)
Poszukiwany zbior to ogolne rozwigzanie rownania AX =0
- X, —2X, —3X, -2 -3
:=*h 1 23 R~ -
—> 000 =EA = | X, |= X, = X, 1 + X, 0 =X2h1+x3h2
X, Xs 0 1

A wiec N (A)= span (ﬁl’HZ)
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Podprzestrzenie macierzowe

Whiosek: Aby znalez¢ zbiér napinajacy przestrzen AN(A) gdzie rz(A ) = I halezy zredu-
kowac A do postaci schodkowej U, a nastepnie rozwiaza¢ rownanie UX = O wyrazajac

zmienne podstawowe przez zmienne swobodne i znajdujac w ten sposob ogolne rozwia-
zanie rownania AX =0 w postaci X = X, h + X, h +ot X h

Zbior wektorow H = {h1 h,, .. hn_r} napina przestrzen i jest nlezalezny od postaci U.
Twierdzenie: Jesli macierz A ma wymiar mxn to zachodzi:

a) N(A)={0} < rz(A)=n by N(AT)={0} < rz(A)=m

Dowod:

(a) Wiemy, ze rozwiazanie zerowe X = O jest jedynym rozwiazaniem réwnania

AX = 0 wtedy i tylko wtedy gdy rzad macierzy A jest rowny liczbie zmiennych.

(b) Podobnie, ze rozwiazanie zerowe Y = O jest jedynym rozwiazaniem rownania

Ay =0 wtedy i tylko wtedy gdy rzad macierzy rz(AT) = m. Ale zachodzi rz(AT) = rz(A)
Twierdzenie: Dwie macierze A i B o tych samych wymiarach maja jednakowe
przestrzenie zerowe gdy:

wiersz

A NA)=NGB) o A =B b NA)=N{BT) o A B
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Podprzestrzenie macierzowe

Twierdzenie: Jesli rz(A ) = I oraz PA = U, gdzie P jest macierza nieosobliwa, a U jest

macierza w postaci schodkowej, wtedy ostatnie m—r wierszy macierzy P napina lewo-

stronng przestrzen zerowg macierzy A. Tzn. jesli P =(El) gdzie P, ma wymiar (m-r)xm
wtedy N(AT)=R(P2T) 2
Dowod: (trudny)

Przyktad: Znajdz zbiér napinajacy przestrzen NV(AT) gdzie A =
Szukamy macierzy P, takiej, ze PA = E,:

Dygresja: Jesli G, ..., G, sa macierzami elementarnymi opowiadajacymi kolejnym operacjom
wierszowym w redukeji [A|1]—[B|P] wtedy

Gy ...G,G,[A]1]=][G...G,G,A|G, ...G,G,|=[B| P]

W N -
= N S O
— N
= W W

1223100 1201-1/3 2/30 -1/3 2/3 0
2413010|—>|0011 2/3-1/30 = P=| 2/3 -1/30
3614001 0000 1/3-5/31 1/3 -5/3 1

Awiec: AN (AT)=span{(1/3 -5/3 1)"}
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Kombinacja liniowa wektordw

Definicja: Wektor V z przestrzeni wektorowej ¥V nazywamy liniowa kombinacja

wektorow U,,U,,...,U €V jesli daje sie przedstawi¢ w postaci:
V=c U,+CU,+..+C U,

Przyktad: W zbiorze S wektorow z przestrzeni M,,, wektor V4 jest kombinacja
liniowa pozostatych wektorow

o=fo [t 2 ue[3 32 2 3]

Szukamy takich statych ¢ aby zachodzito V, =C,V,+C, V,+C; V,
[ -G -26=0 - 1T .

-1 2.0 100 1

J2¢ + 3¢, =38 3 0.8/ ,/010;2
C,+ C + C =2 1 1,2 001 -1
2C2+3c3=1 i 2 3:1_ _OOO: O_

~ 0 2 -1 3
V, = +2
1 0 1 2
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Liniowa hiezaleznosé¢ wektorow

Definicja: Zbiér S = {Vl V,, ...,'Vk} wektoréw z przestrzeni wektorowej YV nazywamy

liniowo niezaleznymi jesli rownanie wektorowe: C, V,+C, V,+...+C V, =0
ma jedynie rozwiazanie trywialne C; =0, ¢,=0,...,C, =0.
Jesli isthiejg rozwiazania nietrywialne, to wektory ze zbioru S sa liniowo zalezne.

Twierdzenie: Dowolny uktad wektorow @ g ..., @z przestrzeni C" lub R" jest liniowo
niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy macierz A = [éléz ..Tq] ktérej kolumnami sa te
wektory, jest nieosobliwa.

Whiosek: Aby sprawdzi¢ czy wektory sg liniowo niezalezne nalezy zbudowac z nich
macierz i sprawdzic¢ rzad tej macierzy, ktory okresla liczbe liniowo niezaleznych
wektorow w danym zbiorze.

Twierdzenie: Jezeli pewien poduktad m < n wektorow z uktadu wektorow Vl : T/Z : ...,'\'/n

jest liniowo zalezny, to caty uktad jest tez liniowo zalezny.
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Baza w przestrzeni wektorowej V

Definicja: Zbior liniowo niezaleznych wektorow {'e'l 6, ...,"ﬁ} nalezacych do przestrzeni

wektorowej V nazywamy baza, jesli dowolny wektor V € V moze by¢ zapisany jako:
n
V= Zvié
i=1

Liczbe n nazywamy wymiarem przestrzeni V i oznaczamy dimV/.

Twierdzenie: Rozktad wektora na sktadowe w ustalonej bazie {_él 6, ...Tﬁ}
jest jednoznaczny.

Dowod: Niech wektor X ma w bazie {'éi } dwa zestawy wspotrzednych X; oraz Y.:

N

l

M- IM-

—

X X

, — Z(xi-yi)éi=6 = X =Yy dlai=12,..n
)-z i=1

Y&

J
|=

Uwaga: dowolny zbior n liniowo niezaleznych wektorow tworzy baze w n wymiarow%j

przestrzeni wektorowej. W nowej bazie zmieniajg sie wspotrzedne wektorow: X = Z X/€
i=1
Twierdzenie: W n wymiarowej przestrzeni wektorowej, kazdy uktad s wektorow n wymia-

rowych dla s > n jest uktadem wektorow liniowo zaleznych.
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Baza w przestrzeni wektorowej V

Dowdd: Niech zbiér wektorow S = {Vl V5, ...,'\'/n} bedzie baza w przestrzeni V.

Chcemy pokazaé, ze zbior S; = {Ul Uy, U } wektorow z przestrzeni YV gdzem>n
jest liniowo zalezny, tzn. istnieja state k;, k,, ..., k., (nie wszystkie rowne zero) takie, ze:

—

K U, +K,U,+...+k U, =0
Poniewaz Sjest baza, wiec:
u, = c,V,+C,V,+...+C,V,
U, = CpVi+Cyu Vot ...+Cy V, e—— d1V1+d2\72+...+dn_\7n=6

U — Clm v1+ sz v2++ Cnm '\’/n gdZIG dl = Cilkl +Ci2k2 + ...+ Cimkm

m
Poniewaz T/i tworza zbior wektorow liniowo niezaleznych wiec wszystkie d = 0, czyli
K, +Cc,K, +..+¢c k., = 0

Cuk, +C,K, +...+C, Kk, = 0

C.K,+C,K,+..+C K, = 0
Poniewaz w powyzszym uktadzie jednorodnym mamy mniej rownan niz zmiennych k;,

wiec musi posiadac on nietrywialne rozwigzanie, a wiec zbior S, jest liniowo zalezny.
Wyktad 9-11
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Zbior wektorow tworzacych baze

Przyktad: Sprawdzi¢ czy nastepujace wektory z przestrzeni R° tworza baze:
g=(121) ®B=(11-1) T&g=(132)

Sprawdzamy czy te wektory sg liniowo niezalezne: A
3 C,+C,+ C;=0 1 1 1)\ c 0
Y cg=0 & 42¢,+C,+3¢,=0 < (2 1 3| c,|=[0
= C,—C,+2¢c; =0 1 -1 2)\c 0

Math
Player

Poniewaz det A = 1, wiec uktad ma tylko rozwigzanie zerowe C, =C, = C; = (0 a wiec

wektory sg liniowo niezalezne.

Aby przekonac sie, ze wektory € ,§ , g tworza baze w R3 nalezy pokazaé, ze dowolny
wektor V = (a, b,C)T mozna jednoznacznie przedstawic jako ich kombinacje liniowa:

a 3 V,+V,+ V;=a V, a S5a-3b+2c
b|=)v& & <2v+v,+3v;=b < |v,[=A"|b|=| —a+b-c
c) i V,—-V,+2V,;=C V, C -3a+2b-c

Uwaga: a, b, c to wspétrzedne wektora w bazie naturalnej: {(1,0,0)", (0,1,0)", (0,0,1)"}

Vi, V,, V5 to wspétrzedne tego samego wektora w bazie € ,6 , 8§
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Macierz przejscia pomiedzy bazami w R"

Niech beda dane dwie dowolne bazy w R" :{éi }oraz {éi'}, i =1,...,n. Szukamy macierzy

przejScia pomiedzy tymi bazami, takiej ze (k numeruje elementy wektorow e, i e;’):

N
€1 =C6G&:1tC &+ . +CG &

~ ~ e, =C +C + ..4C
ei,ZZCji j o ) k2 12&(1 22 QZ n2 %

n
J=1 eee T seeeeeeecccseessescss s s
\e:m = C1n Q(l + C2n @2 + .. Cnn %

W zapisie macierzowym mamy (E i E’ to macierze, ktorych kolumnami sg wektory baz):

(D

(e'n Q2 Qn\ ( & & - ﬁ\ (Cn Cp - Cln\
e'21 %z én & & - &K Cat Gy o Gy A=y
- ° ° ° ° ’ ° ° ° ° : C : E E
¥\e:11 éﬂ é\ng 5 = £ - r%z ¥\Cn1 Cha - Cnn/}
= E C
Macierz transformacji pomiedzy bazami {éi } oraz {él'} dana jest za pomoca macierzy:
C=E'FE
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Transformacje wspotrzednych wektora

Niech beda dane dwie dowolne bazy w R" :{éi }oraz {él'} _i=1,...,n. Szukamy macierzy

przejscia pomiedzy wspotrzednymi dowolnego wektora w tych bazach:

_’=ixi'_éi' Z ZCJIQ ZXI i § = ng = XJ:iXi’CJi

i=1 I,j=1

W zapisie macierzowym mamy: X =CX%X = X =C7 X

A wiec macierz transformacji wspotrzednych O dana jest przez:

o=Ct=(EE) " =E"E oy
Twierdzenie: Macierz transformacji wspotrzednych pomiedzy bazami ortonormalnymi,
jest ortogonalna. 9
-1 — (EI—lE)_l — E—lEI — E E E (EI 1) — (EI 1E)
El—l — EI

Uwaga: Macierz ktorej kolumny (lub wiersze) sg wzajemnie ortogonalnymi wektorami
o jednostkowej dtugosci, jest ortogonalna.
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