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Funkcja zmiennej zespolone;]

Definicja: z = x 4 1y nazywamy zmienng zespolong gdy jej czesci rzeczywista
oraz urojona sg zmiennymi rzeczywistymi.

Definicja: Funkcja zmiennej zespolonej nazywamy funkcje okreslong na zbiorze
liczb zespolonych i o wartosciach z tego zbioru: f(z) = u(zx,y) + iv(x,y)

y v
Definicja: Méwimy, ze lim f(z) = wq jesli dla kazdej T
— zZ—2Z20 /e I3
dodatniej liczby e istnieje taka dodatnie liczba ¢, ze /‘og/\\ | W\,VO/\,'
1z 2 N
[f(z) —wol <e gdy 0<|z—20 <9 o ~—" x olu

Uwaga: Jesli granica funkcji f(z) istnieje w zp, to jest ona jednoznaczna.
Twierdzenie: Niech f(z) bedzie funkcja zespolong natomiast zg = xg + iyo oraz
wo = ug + vy, wtedy:

lim f(z) =wy < lim u(x,y) = ug oraz lim v(z,y) = vo
220 (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Twierdzenie: Niech lim f1(z) = wy oraz lim fa(z) = we, wtedy
zZ—20 zZ—Z20

lm [f1(2)+ f2(2)] = wi+wz, lm fi(2)f2(2) = wiwe, lim fi(2)
z—2( z2—2Q z2—20 fQ(Z)

— DL gdy we #0
w2
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Granica funkcji zmiennej zespolonej w nieskonczonosci

Definicja: Rzutem stereograficznym nazywamy
odwzorowanie plaszczyzny zespolonej na sfere
Riemana o jednostkowym promieniu. Ptaszczyzna
zespolona lezy w plaszczyZnie réwnikowej sfery, a
$rodek sfery pokrywa sie z poczatkiem uktadu.

W szezegblnodci wszystkie punkty lezace na zewnatrz okregu |z| > 1/¢
odpowiadaja punktom na sferze lezacym w poblizu bieguna péinocnego, N.
Zbiér |z| > 1/e nazywamy otoczeniem nieskonczonosci.

Jesli wiec zg lub wg w definicji granicy lim f(z) = wy zastapimy punktem w
z—20

nieskonczonosci, to odpowiednie otoczenia punktéw zp i/lub wq nalezy

zastapi¢ otoczeniami nieskonczonosci.

Twierdzenie: Niech f(z) bedzie funkcja zespolona, a zg i wy punktami na
plaszczyznach zespolonych, odpowiednio, z i w, wtedy:

lim f(z) =0 < limLZO

z—2z0 zZ—2z0 f(Z)
Dow6d: Punkt w = f(z) lezy w otoczeniu oo tzn. |w| = |f(2)| > 1/e zawsze gdy
punkt z lezy w otoczeniu zo, 0 < |z — 20| < §, co mozna inaczej zapisaé
1

—0|<e zawszegdy O0<|z—20 <9

7(2)
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Ciaglos¢ funkeji zespolonej

Twierdzenie cd: Niech f(z) bedzie funkcja zespolona, a zp i wg punktami na
plaszczyznach zespolonych, odpowiednio, z i w, wtedy:

lim f(z) =wo & lim f(1/2) = wo

Z— 00

1
lim f(z) =0 <« lim =
Z—00 ( ) z—0 f(]_/z)
Dowody przebiegaja analogicznie jak wyzej (zastepujemy z przez 1/z).
Definicja: Funkcja f(z) jest ciaglta w punkcie 2o gdy lim f(2) = f(20), tzn.
- zZ—2z0

gdy dla kazdej dodatniej liczby e istnieje taka dodatnia liczba ¢, ze
lf(z) = f(z0)] <e zawszegdy |z2— 20| <9
Funkcja zespolona jest ciagla w obszarze R jedli jest ciaglta w kazdym punkcie
nalezacym do R.
Twierdzenie: Ztozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagla.
D: [g[f(2)] = glf(20)ll <& gdy [|f(2) = f(z0)| <v gdy |z— 20 <3

Twierdzenie: Jedli funkcja f(z) jest ciagla i niezerowa w punkcie zp, wtedy
f(2) # 0 w pewnym otoczeniu tego punktu.
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Pochodna funkcji zmiennej zespolone;

Pochodna funkcji zespolonej (Az = z — zp): y B
dF _ | CAF L F(atAz) - F(2) FARE 72
— = — = = | |
Az~ atto Az arto Az P
F A Ay) - F W e S
_ lim Pt Azy+Ay) - Flay) -
Az—0 Ax 4+ iAy o
Ay—0 [6) X

Przyktad: Oblicz, korzystajac z definicji, pochodna funkeji:
df . (2 +Az)?2—22 )
dz Alggo Az Al,l,go (22 + Az) = 22
Af  (z4+ Az =z (Az)*
Az Az Az
Jesli granica istnieje, to powinna by¢ niezalezna od sposobu w jaki Az dazy do
zera. W szczegdlnodci jesli dazymy do 0 wzdluz osi z lub y wtedy:

° f(z) =22 =

o f(z)=2" =

(Az,0) =0 = (Az)*=(Az+i0)" =Ax —i0 = Ax+i0 = Az
(0,Ay) -0 = (Az)*=(0+iAy)* =0—iAy = —(0+iAy) = —Az

A wigc granica, a w konsekwencji pochodna funkcji f(z) = z*, nie istnieje.
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Warunki Cauchy-Riemanna

Niech F(z) = u(z,y) + iv(z,y). Aby pochodna dF/dz byla jednoznaczna,
granica musi by¢ niezalezna od sposobu w jaki Az dazy do zera, czyli granice

Az—0 | Ay—0 A,’L‘ + lAy a./L' 8$ a
) . Flx+ Az,y+ Ay) — F(x,y) 8F ov  Ou
lim | lim : = — — i
Ay—0 | Az—0 Az + iAy ay 89 dy
musza istnie¢ i by¢ sobie rowne.
. e . . oF OF
Warunek Cauchy-Riemanna (istnienia pochodnej funkeji F(z)): = o
x y

co mozna zapisa¢ za pomoca funkeji u(z,y) i v(z,y) w postaci:

@—i—i@:@—i@ = @:@ oraz @:f@

oxr Ox Oy y dxr Oy dy ox
Przyklad: Warunki CR dla funkcji f(z2) = 22 = 2% — % + i2xy

e =2 =0y, uy=-2y=-v, = [fl(2)=20+i2y=2(+iy)=2z

Przyktad: Pochodna funkcji f(z) = |2|? = 22 + y? +40:
CR: u,=2x=0=v,, u,=2y=0=—v,
A wige pochodna funkcji f(z) = |z|? istnieje tylko w punkcie zo = (0,0).
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Warunki CR we wspotrzednych biegunowych
Znane relacje: x = rcosf, y=rsinf, r=+/x2+y? tgl= ¥
x

Obliczamy pochodne czastkowe:

OF(r,0) _OFor OF09  OF(r§) OFor OF 00
or  Or 0z ' 90 oz dy or 0y 00 Oy
Warunki Cauchy-Riemanna przyjmuja postac:
a—F 18—F lub @— Lov oraz @:—1@
or TR or  rob or r 00

Jedli F(z) spelnia warunki CR w pewnym obszarze zawierajacym punkt z, to
jej pochodna moze by¢ wyrazona przez

AF _OF _ou v dF 0P 0w ov

dz Jr Oz Or dz 8y oy 0Oy
We wspétrzednych biegunowych dostajemy:

dFF  OF oF 1 oF 0 0F . _,l0F

5:%:cos05—;s Hw—e i -y

lub za pomoca funkcji u(z,y) i v(z,y):
dFF  _, [8u ,31}] 0l {(’M _80]
=e i—| = —ie —

dz
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Warunki C-R we wspoétrzednych biegunowych

1 1 _, 1
Przyklad: Rozwazmy funkcje f(z) = = = e = ~(cosf —isinf), z#0
EE— z T r
Warunki Cauchy-Riemanna sa spelnione:
cos sin 6
TUr = — =g oraz ug=— = —ru,
r r
Pochodna funkeji f(z) dla z # 0 jest réwna:
0 Of , cosf  sinf e 0 1 1
I __—if _ . —if . _ —i6 _ _
fz)=e o ° <_ 72 +lr2)__e 2 (reif)2 T 22

Uwaga: Relacje C-R stanowia warunek konieczny istnienia pochodnej funkcji.

Twierdzenie (warunenk wystarczajacy istnienia pochodnej): Niech funkcja
f(2) = u+iv bedzie zdefiniowana w pewnym otoczeniu € punktu zg = xg + iyo
oraz niech w tym otoczeniu istnieja pochodne funkcji u i v spelniajace warunki
C-R i bedace ciagle w zp. Wowczas istnieje pochodna funkeji f7(zo).

Dowéd:
ou ov ou . Ov ou . Ov ov . Ou
df_<8_x+ 8ac>d +(8y za—y)d —(%—F 8m)d:r+< e +1 &U)dy
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Postac¢ zespolona warunkéw C-R

.. 2*)?/z dla 2 #0
Przyklad: Pochodna funkcji f(z) = { (() '/ dla 2 7: 0 WA= (0,0)
2 —3xy? Y —32°
f(z) = x2_|_?2/ 2y2 2y
Y = +y
Warunki C-R w z = (0,0) sa spelnione u, =1=wv,, u,=—2=—uv,.

Granice % w punkcie zg = (0,0) wzdluz osi ukladu sa obie réwne 1.
Ale granica dla (Az, Ay) — (0,0) wzdluz prostej y = x wynosi -1.

Postaé zespolona warunkéw Cauchy-Riemanna:

1 1
Dla dowolnego z mamy: = §(z +2*) oraz y= 2—(z —2%)
i

OF _OoF O0x  OF 9y 1 (0F  OF
0z Ox 0z Oy dzr 2\ Ox oy
Dla dowolnej funkcji f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ktoérej czedci rzeczywista i
urojona spelniaja warunki C-R otrzymujemy:

af 1

D2 9 [ue + ivg + i(uy + ivy)] =

Stad wynika, ze:

(e — vy) + (Ve + uy)] =0

1
2
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Funkcje analityczne

Definicja: Funkcje F(z) nazywamy analityczna w punkcie zq jesli F(z) oraz
wszystkie jej pochodne spelniaja warunki Cauchy-Riemanna w pewnym
otoczeniu punktu zg.

Przyklad: F(z) = ¢ = ¢®e™ = ¢® (cosy + isiny)

Funkcja e* spelnia warunki C-R:

OF 0 ; ; oF
9r  or (e¥e) =" =¢* = ... = —ia—y
a wiec d—ez = ¢” 1 widad, ze e® jest funkcja analityczna.
z
Przyklad: F(z) = 2" = r"e™? = 1" [cos (nf) + isin (nf)]
Funkcja F'(z) spelnia warunki C-R dla n > 0:
Ou 10v
_.n 77 ppen—l - -
u(r,0) = r"cos(nf) = 5, = cos (n0) 50
v 10u
Y ¢ Z7 n—1 _: _ _ -
v(r,0) = r"sin(nf) = 5, — " sin (nh) 90

dz

Widaé, ze 2™ jest funkcja analityczna dla n > 0.
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Funkcje analityczne

Definicja: Funkcje F(z) ktéra jest analityczna dla wszystkich skoficzonych
wartodci zmiennej z nazywamy funkcja catkowita.

Uwaga: Pochodna funkcji F'(z) w punkcie zg, ktéra jest analityczna w pewnym

obszarze zawierajacym ten punkt, obliczamy analogicznie jak pochodna
funkcji zmiennej rzeczywiste;j.

Uzasadnienie: jesli F(z) jest analityczna z to spelnione sa relacje:

OF dF oF dF
= 4 o n =ig
Rézniczka F(z) jest efektywnie rézniczka funkeji pojedynczej zmiennej:
dF = g—Fd + Z—Fd = g(dm—kidy) = gdz
Przyklad: Funkcja F(z) = 23/% = (x + iy)3/2 nie jest analityczna w z = 0.
Warunki C-R sa spemione dla F(z), bo 4& = 2 (z +iy)1/2 = gz;

Stosujac warunki C-R do dF/dz otrzymujemy wyrazenie

073 2] _ 31 N—1/2 3[3 1/2}
5 [t = 5™ = < St i)

ktére nie jest okreglone dla 2z = 0, wiec funkcja 23/2 nie jest analityczna w 2z = 0.
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Roéwnanie Laplace’a dla funkcji analitycznych

Jesli F'(z) jest analityczna w obszarze R zawierajacym punkt z, czyli
spelione sa warunki C-R: g—“ = u

> = b, oraz 5 = —% to woéwczas:
9?u  O%u 9%v 9%v

R + - = — - =

0x2  0y? Oxdy Oyox

0%v N v B Pu
oz Oy?  Oydx Oxdy

czyli funkcje u(x,y) oraz v(x,y) spelniaja réwnanie Laplace’a w obszarze R.
Taka pare funkcji nazywamy funkcjami harmonicznymi.

& Viu=0

0 < V=0

Jedli funkcja f(z) = u(r, ) + iv(r,8) jest analityczna w pewnym obszarze D
nie zawierajacym poczatku ukladu, to funkcje u oraz v spelniaja rownanie
Laplace’a we wspdlrzednych biegunowych:

2 1 1 2
V2u(r,0) = (;2 + ;% + 728892) u(r,0) =0 oraz  VZu(r,0) =0

Jesli tylko cze$é u(z,y) lub v(z,y) funkeji analitycznej F(z) jest znana, to
warunki C-R mozna wykorzysta¢ do znalezienia nieznanej czesci:

Np. gdy znane jest u(z,y) wtedy: g—: = % = o(z,y) = /%dy+A(x)
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Znajdowanie funkcji analitycznych

2 2
@:_% = % ou 6_udy = A(x):_/{@ﬂ-/a—dy]dx—i-c

ox dy dx 8y ox?

ou ou 9%u
v(x,y) = &;dy_/[a sy Zdy}dx—i—C

Przyklad: Znajdz funkcje analityczna, ktdrej czesé rzeczywista u(x,y) = z2y?

B ou 0*u 5 24
A(x)——/[d—y—l— any]dm——/{Zﬂy—i—gy]dx

Poniewaz A(z) zalezy bezposrednio takze od y, wiec oznacza to, ze nie istnieje
funkcja analityczna, ktorej czeéé rzeczywista ma postaé u(z,y) = x2y>.

oy ox?

Przyklad: Znajdz funkcje analityczna w ktérej u(z,y) = sinx coshy

2,
Poniewaz A(z) = —/ [g—Z—i— g ~5dy ]dx—O

wiec v(x,y) = coszsinhy + C

i ostatecznie znajdujemy funkcje F(z) ktéra jest analityczna:

F(z) =sinxzcoshy 4+ icoszsinhy + C =sinhz + C
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Calkowanie funkcji analitycznych

Rozwazmy calke funkcji F(z) wzdluz pewnego konturu G
C na plaszczyznie zespolonej: Z' 2

/CF(z)dz | ©

Istnieje nieskonczenie wiele drog catkowania pomiedzy zadanymi punktami z;
i z9. W ogdélnodci wynik calki zalezy od drogi catkowania.

W przypadku gdy warto$¢ calki jednak nie zalezy od drogi catkowania, wtedy:

/ F(z)dz—/:z F(z)dz=0 = ” F(z)dz—i—/Zl F(z)dz =0

1,C1 1,C2 z1,C1 22,C2

Jesli wiec wartoéé calki nie zalezy od drogi catkowania, wtedy: j{ F(z)dz=0
c
Jakie warunki musi spelniaé¢ funkcja F(z) w obszarze ograniczonym konturem

C aby spelniony byl powyzszy warunek?

Aby znalezé odpowiedz, skorzystamy z twierdzenia Greena:

0H 0G
fg(de—Fde) = //R (833 — 8y> dzdy
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Calkowanie funkcji analitycznych

f F(z )dz—]{ (Udl’_vdy)-i-i?i(vdx—i—udy):o

8'0 ov ou
j{(udx—vdy //( y)d dy=0 = %__8_31

ou ou Ov
%(vdm—&-udy // (———y)dxdy—O = %~ oy

A wigc catka po konturze zamknietym z funkcji analitycznej w obszarze
objetym konturem, jest réwna zero.
144

1+
Przyklad: Oblicz catke / 22dz = 123 = 1(1 +1)3
0 3 0 3 1+
1 1 1
I, = / x2dz+/ (1 +iy)?%idy = = (1 +i)? _.j
0 0 3 1+
I, = / (iy)2¢dy+/ (z+14)%dx = 5(1 +1)3 ]
01 0 1 1+
I. = / (1+)%2*(1 +i)dx = §<1 +1)3 i
0
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