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Funkcja zmiennej zespolonej
Definicja: z = x+ iy nazywamy zmienną zespoloną gdy jej części rzeczywista
oraz urojona są zmiennymi rzeczywistymi.

Definicja: Funkcją zmiennej zespolonej nazywamy funkcję określoną na zbiorze
liczb zespolonych i o wartościach z tego zbioru: f(z) ≡ u(x, y) + iv(x, y)

Definicja: Mówimy, że lim
z→z0

f(z) = w0 jeśli dla każdej

dodatniej liczby ε istnieje taka dodatnie liczba δ, że

|f(z)− w0| < ε gdy 0 < |z − z0| < δ

45

8. One interpretation of a function is that of a
in the domain of definition of . The function assigns a vector , with components

and , to each point at which it is defined. Indicate graphically the
vector fields represented by ; .

15. LIMITS
Let a function be defined at all points in some deleted neighborhood (Sec. l1)
of 0. The statement that the of as approaches 0 is a number 0, or
that

lim
0

0(1)

means that the point can be made arbitrarily close to 0 if we choose
the point close enough to 0 but distinct from it. We now express the definition
of limit in a precise and usable form.

Statement (1) means that for each positive number , there is a positive number
such that

0 whenever 0 0(2)
Geometrically, this definition says that for each neighborhood 0 of

0, there is a deleted neighborhood 0 0 of 0 such that every point
in it has an image lying in the neighborhood (Fig. 23). Note that even though

all points in the deleted neighborhood 0 0 are to be considered, their
images need not fill up the entire neighborhood 0 . If has the constant
value 0, for instance, the image of is always the center of that neighborhood.
Note, too, that once a has been found, it can be replaced by any smaller positive
number, such as 2.
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FIGURE 23

It is easy to show that 0,
To do this, we suppose that

lim
0 0 and lim

0 1

Then, for each positive number , there are positive numbers 0 and 1 such that
0 whenever 0 0 0

Uwaga: Jeśli granica funkcji f(z) istnieje w z0, to jest ona jednoznaczna.

Twierdzenie: Niech f(z) będzie funkcją zespoloną natomiast z0 = x0 + iy0 oraz
w0 = u0 + iv0, wtedy:

lim
z→z0

f(z) = w0 ⇔ lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 oraz lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0

Twierdzenie: Niech lim
z→z0

f1(z) = w1 oraz lim
z→z0

f2(z) = w2, wtedy

lim
z→z0
[f1(z)+f2(z)] = w1+w2, lim

z→z0
f1(z)f2(z) = w1w2, lim

z→z0

f1(z)
f2(z)

=
w1
w2
, gdy w2 6= 0
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Granica funkcji zmiennej zespolonej w nieskończoności
Definicja: Rzutem stereograficznym nazywamy
odwzorowanie płaszczyzny zespolonej na sferę
Riemana o jednostkowym promieniu. Płaszczyzna
zespolona leży w płaszczyźnie równikowej sfery, a
środek sfery pokrywa się z początkiem układu.

51
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FIGURE 26

point in the plane. By letting the point of the sphere correspond to the point
at infinity, we obtain a one to one correspondence between the points of the sphere
and the points of the extended complex plane. The sphere is known as the

and the correspondence is called a
Observe that the exterior of the unit circle centered at the origin in the complex

plane corresponds to the upper hemisphere with the equator and the point deleted.
Moreover, for each small positive number , those points in the complex plane
exterior to the circle 1 correspond to points on the sphere close to . We
thus call the set 1 an or neighborhood, of .

Let us agree that in referring to a point , we mean a point in the plane.
Hereafter, when the point at infinity is to be considered, it will be specifically
mentioned.

A meaning is now readily given to the statement
lim

0 0

when either 0 or 0, or possibly each of these numbers, is replaced by the point
at infinity. In the definition of limit in Sec. 15, we simply replace the appropriate
neighborhoods of 0 and 0 by neighborhoods of . The proof of the following
theorem illustrates how this is done.

0 0

lim
0

lim
0

1 0(1)

lim 0 lim0
1

0(2)

lim lim0
1
1 0(3)

W szczególności wszystkie punkty leżące na zewnątrz okręgu |z| > 1/ε
odpowiadają punktom na sferze leżącym w pobliżu bieguna północnego, N .
Zbiór |z| > 1/ε nazywamy otoczeniem nieskończoności.
Jeśli więc z0 lub w0 w definicji granicy lim

z→z0
f(z) = w0 zastąpimy punktem w

nieskończoności, to odpowiednie otoczenia punktów z0 i/lub w0 należy
zastąpić otoczeniami nieskończoności.
Twierdzenie: Niech f(z) będzie funkcją zespoloną, a z0 i w0 punktami na
płaszczyznach zespolonych, odpowiednio, z i w, wtedy:

lim
z→z0

f(z) =∞ ⇔ lim
z→z0

1
f(z)

= 0

Dowód: Punkt w = f(z) leży w otoczeniu ∞ tzn. |w| = |f(z)| > 1/ε zawsze gdy
punkt z leży w otoczeniu z0, 0 < |z − z0| < δ, co można inaczej zapisać∣∣∣∣ 1f(z) − 0

∣∣∣∣ < ε zawsze gdy 0 < |z − z0| < δ
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Ciągłość funkcji zespolonej
Twierdzenie cd: Niech f(z) będzie funkcją zespoloną, a z0 i w0 punktami na
płaszczyznach zespolonych, odpowiednio, z i w, wtedy:

lim
z→∞

f(z) = w0 ⇔ lim
z→0

f(1/z) = w0

lim
z→∞

f(z) =∞ ⇔ lim
z→0

1
f(1/z)

= 0

Dowody przebiegają analogicznie jak wyżej (zastępujemy z przez 1/z).

Definicja: Funkcja f(z) jest ciągła w punkcie z0 gdy lim
z→z0

f(z) = f(z0), tzn.

gdy dla każdej dodatniej liczby ε istnieje taka dodatnia liczba δ, że

|f(z)− f(z0)| < ε zawsze gdy |z − z0| < δ

Funkcja zespolona jest ciągła w obszarze R jeśli jest ciągła w każdym punkcie
należącym do R.

Twierdzenie: Złożenie funkcji ciągłych jest funkcją ciągłą.

D: |g[f(z)]− g[f(z0)]| < ε gdy |f(z)− f(z0)| < γ gdy |z − z0| < δ

Twierdzenie: Jeśli funkcja f(z) jest ciągła i niezerowa w punkcie z0, wtedy
f(z) 6= 0 w pewnym otoczeniu tego punktu.
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Pochodna funkcji zmiennej zespolonej
Pochodna funkcji zespolonej (∆z = z − z0):

dF
dz
≡ lim

∆z→0

∆F
∆z

= lim
∆z→0

F (z + ∆z)− F (z)
∆z

=

= lim
∆x→0
∆y→0

F (x+ ∆x, y + ∆y)− F (x, y)
∆x+ i∆y

57

one can write that definition as

0 lim0
0 0(2)

Because is defined throughout a neighborhood of 0 the number 0 is
always defined for sufficiently small (Fig. 28).
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y

z 0

ε

FIGURE 28

When taking form (2) of the definition of derivative, we often drop the subscript
on 0 and introduce the number

which denotes the change in the value of corresponding to a change
in the point at which is evaluated. Then, if we write for equation
(2) becomes

lim0(3)

EXAMPLE 1. Suppose that 2 At any point

lim0 lim0
2 2

lim0 2 2

since 2 is a polynomial in Hence 2 or 2

EXAMPLE 2. If then

(4)

Przykład: Oblicz, korzystając z definicji, pochodną funkcji:

• f(z) = z2 ⇒ df
dz

= lim
∆z→0

(z + ∆z)2 − z2

∆z
= lim

∆z→0
(2z + ∆z) = 2z

• f(z) = z? ⇒ ∆f
∆z

=
(z + ∆z)? − z?

∆z
=

(∆z)?

∆z

Jeśli granica istnieje, to powinna być niezależna od sposobu w jaki ∆z dąży do
zera. W szczególności jeśli dążymy do 0 wzdłuż osi x lub y wtedy:

(∆x, 0)→ 0 ⇒ (∆z)? = (∆x+ i0)? = ∆x− i0 = ∆x+ i0 = ∆z

(0,∆y)→ 0 ⇒ (∆z)? = (0 + i∆y)? = 0− i∆y = −(0 + i∆y) = −∆z

A więc granica, a w konsekwencji pochodna funkcji f(z) = z?, nie istnieje.
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Warunki Cauchy-Riemanna
Niech F (z) ≡ u(x, y) + iv(x, y). Aby pochodna dF/dz była jednoznaczna,
granica musi być niezależna od sposobu w jaki ∆z dąży do zera, czyli granice

lim
∆x→0

[
lim

∆y→0

F (x+ ∆x, y + ∆y)− F (x, y)
∆x+ i∆y

]
=
∂F

∂x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

lim
∆y→0

[
lim

∆x→0

F (x+ ∆x, y + ∆y)− F (x, y)
∆x+ i∆y

]
= −i∂F

∂y
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y

muszą istnieć i być sobie równe.

Warunek Cauchy-Riemanna (istnienia pochodnej funkcji F (z)):
∂F

∂x
= −i∂F

∂y
co można zapisać za pomocą funkcji u(x, y) i v(x, y) w postaci:

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
⇒ ∂u

∂x
=
∂v

∂y
oraz

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Przykład: Warunki CR dla funkcji f(z) = z2 = x2 − y2 + i2xy

ux = 2x = vy, uy = −2y = −vx ⇒ f ′(z) = 2x+ i2y = 2(x+ iy) = 2z

Przykład: Pochodna funkcji f(z) = |z|2 = x2 + y2 + i0:
CR: ux = 2x = 0 = vy, uy = 2y = 0 = −vx
A więc pochodna funkcji f(z) = |z|2 istnieje tylko w punkcie z0 = (0, 0).
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Warunki CR we współrzędnych biegunowych
Znane relacje: x = r cos θ, y = r sin θ, r =

√
x2 + y2, tg θ =

y

x
Obliczamy pochodne cząstkowe:

∂F (r, θ)
∂x

=
∂F

∂r

∂r

∂x
+
∂F

∂θ

∂θ

∂x
oraz

∂F (r, θ)
∂y

=
∂F

∂r

∂r

∂y
+
∂F

∂θ

∂θ

∂y

Warunki Cauchy-Riemanna przyjmują postać:

∂F

∂r
= −i1

r

∂F

∂θ
, lub

∂u

∂r
=

1
r

∂v

∂θ
oraz

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

Jeśli F (z) spełnia warunki CR w pewnym obszarze zawierającym punkt z, to
jej pochodna może być wyrażona przez

dF
dz

=
∂F

∂x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
lub

dF
dz

= −i∂F
∂y

= −i∂u
∂y

+
∂v

∂y

We współrzędnych biegunowych dostajemy:

dF
dz

=
∂F

∂x
= cos θ

∂F

∂r
− 1
r

sin θ
∂F

∂θ
= e−iθ

∂F

∂r
= −ie−iθ 1

r

∂F

∂θ

lub za pomocą funkcji u(x, y) i v(x, y):

dF
dz

= e−iθ
[
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

]
= −ie−iθ 1

r

[
∂u

∂θ
+ i

∂v

∂θ

]
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Warunki C-R we współrzędnych biegunowych

Przykład: Rozważmy funkcję f(z) =
1
z

=
1
r

e−iθ =
1
r

(cos θ − i sin θ), z 6= 0

Warunki Cauchy-Riemanna są spełnione:

rur = −cos θ
r

= vθ oraz uθ = − sin θ
r

= −rvr
Pochodna funkcji f(z) dla z 6= 0 jest równa:

f ′(z) = e−iθ
∂f

∂r
= e−iθ

(
−cos θ

r2 + i
sin θ
r2

)
= −e−iθ

e−iθ

r2 = − 1
(reiθ)2 = − 1

z2

Uwaga: Relacje C-R stanowią warunek konieczny istnienia pochodnej funkcji.
Twierdzenie (warunenk wystarczający istnienia pochodnej): Niech funkcja
f(z) = u+ iv będzie zdefiniowana w pewnym otoczeniu ε punktu z0 = x0 + iy0

oraz niech w tym otoczeniu istnieją pochodne funkcji u i v spęłniające warunki
C-R i będące ciągłe w z0. Wówczas istnieje pochodna funkcji f ′(z0).
Dowód:

df =
(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
dx+

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)
dy =

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
dx+

(
−∂v
∂x

+ i
∂u

∂x

)
dy

=
(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(dx+ idy) =

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
dz
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Postać zespolona warunków C-R

Przykład: Pochodna funkcji f(z) =

{
(z?)2/z dla z 6= 0
0 dla z = 0

w z0 = (0, 0)

f(z) =
x3 − 3xy2

x2 + y2
+ i

y3 − 3x2y
x2 + y2

Warunki C-R w z = (0, 0) są spełnione ux = 1 = vy, uy = −2 = −vy.

Granice ∆f
∆z w punkcie z0 = (0, 0) wzdłuż osi układu są obie równe 1.

Ale granica dla (∆x,∆y)→ (0, 0) wzdłuż prostej y = x wynosi -1.

Postać zespolona warunków Cauchy-Riemanna:

Dla dowolnego z mamy: x =
1
2

(z + z?) oraz y =
1
2i

(z − z?)

Stąd wynika, że:
∂F

∂z?
=
∂F

∂x

∂x

∂z?
+
∂F

∂y

∂y

∂z?
=

1
2

(
∂F

∂x
+ i

∂F

∂y

)
Dla dowolnej funkcji f(z) = u(x, y) + iv(x, y) której części rzeczywista i
urojona spełniaja warunki C-R otrzymujemy:

∂f

∂z?
=

1
2

[ux + ivx + i(uy + ivy)] =
1
2

[(ux − vy) + i(vx + uy)] = 0
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Funkcje analityczne
Definicja: Funkcję F (z) nazywamy analityczną w punkcie z0 jeśli F (z) oraz
wszystkie jej pochodne spełniają warunki Cauchy-Riemanna w pewnym
otoczeniu punktu z0.

Przykład: F (z) = ez = exeiy = ex (cos y + i sin y)

Funkcja ez spełnia warunki C-R:
∂F

∂x
=

∂

∂x

(
exeiy

)
= exeiy = ez = ... = −i∂F

∂y

a więc
d
dz

ez = ez i widać, że ez jest funkcją analityczną.

Przykład: F (z) = zn = rneinθ = rn [cos (nθ) + i sin (nθ)]

Funkcja F (z) spełnia warunki C-R dla n ­ 0:

u(r, θ) = rn cos (nθ) ⇒ ∂u

∂r
= nrn−1 cos (nθ) =

1
r

∂v

∂θ

v(r, θ) = rn sin (nθ) ⇒ ∂v

∂r
= nrn−1 sin (nθ) = −1

r

∂u

∂θ

a więc
d
dz
zn = e−iθ

[
∂

∂r
(rn cos (nθ)) + i

∂

∂r
(rn sin (nθ))

]
= nzn−1

Widać, że zn jest funkcją analityczną dla n ­ 0.
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Funkcje analityczne
Definicja: Funkcję F (z) która jest analityczna dla wszystkich skończonych
wartości zmiennej z nazywamy funkcją całkowitą.
Uwaga: Pochodną funkcji F (z) w punkcie z0, która jest analityczna w pewnym
obszarze zawierającym ten punkt, obliczamy analogicznie jak pochodną
funkcji zmiennej rzeczywistej.
Uzasadnienie: jeśli F (z) jest analityczna z to spełnione są relacje:

∂F

∂x
=

dF
dz

oraz
∂F

∂y
= i

dF
dz

Różniczka F (z) jest efektywnie różniczką funkcji pojedynczej zmiennej:

dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy =

dF
dz

(dx+ idy) =
dF
dz

dz

Przykład: Funkcja F (z) = z3/2 = (x+ iy)3/2 nie jest analityczna w z = 0.

Warunki C-R są spełnione dla F (z), bo ∂F
∂x = 3

2 (x+ iy)1/2 = −i∂F∂y
Stosując warunki C-R do dF/dz otrzymujemy wyrażenie

∂

∂x

[3
2
(x+ iy)1/2

]
=
3
2
1
2
(x+ iy)−1/2 = −i ∂

∂y

[3
2
(x+ iy)1/2

]
które nie jest określone dla z = 0, więc funkcja z3/2 nie jest analityczna w z = 0.
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Równanie Laplace’a dla funkcji analitycznych
Jeśli F (z) jest analityczna w obszarze R zawierającym punkt z, czyli
spełnione są warunki C-R: ∂u

∂x = ∂v
∂y oraz ∂u

∂y = − ∂v
∂x to wówczas:

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 =
∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x
= 0 ⇔ ∇2u = 0

∂2v

∂x2 +
∂2v

∂y2 =
∂2u

∂y∂x
− ∂2u

∂x∂y
= 0 ⇔ ∇2v = 0

czyli funkcje u(x, y) oraz v(x, y) spełniają równanie Laplace’a w obszarze R.
Taką parę funkcji nazywamy funkcjami harmonicznymi.

Jeśli funkcja f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ) jest analityczna w pewnym obszarze D
nie zawierającym początku układu, to funkcje u oraz v spełniają równanie
Laplace’a we współrzędnych biegunowych:

∇2u(r, θ) ≡
(
∂2

∂r2 +
1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂θ2

)
u(r, θ) = 0 oraz ∇2v(r, θ) = 0

Jeśli tylko część u(x, y) lub v(x, y) funkcji analitycznej F (z) jest znana, to
warunki C-R można wykorzystać do znalezienia nieznanej części:

Np. gdy znane jest u(x, y) wtedy:
∂v

∂y
=
∂u

∂x
⇒ v(x, y) =

∫
∂u

∂x
dy+A(x)
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Znajdowanie funkcji analitycznych
∂v

∂x
= −∂u

∂y
⇒ dA

dx
= −∂u

∂y
−
∫

∂2u

∂x2
dy ⇒ A(x) = −

∫ [
∂u

∂y
+

∫
∂2u

∂x2
dy

]
dx+C

v(x, y) =
∫
∂u

∂x
dy −

∫ [
∂u

∂y
+
∫
∂2u

∂x2 dy
]

dx+ C

Przykład: Znajdź funkcję analityczną, której część rzeczywista u(x, y) = x2y2

A(x) = −
∫ [

∂u

dy
+
∫
∂2u

∂x2 dy
]

dx = −
∫ [

2x2y +
2
3
y3
]

dx

Ponieważ A(x) zależy bezpośrednio także od y, więc oznacza to, że nie istnieje
funkcja analityczna, której część rzeczywista ma postać u(x, y) = x2y2.

Przykład: Znajdź funkcję analityczną w której u(x, y) = sinx cosh y

Ponieważ A(x) = −
∫ [

∂u

∂y
+
∫
∂2u

∂x2 dy
]

dx = 0

więc v(x, y) = cosx sinh y + C

i ostatecznie znajdujemy funkcję F (z) która jest analityczna:

F (z) = sinx cosh y + i cosx sinh y + C = sinh z + C
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Całkowanie funkcji analitycznych

Rozważmy całkę funkcji F (z) wzdłuż pewnego konturu
C na płaszczyźnie zespolonej:∫

C

F (z)dz

z1 z2 

C1 

C2 

Istnieje nieskończenie wiele dróg całkowania pomiędzy zadanymi punktami z1

i z2. W ogólności wynik całki zależy od drogi całkowania.

W przypadku gdy wartość całki jednak nie zależy od drogi całkowania, wtedy:∫ z2

z1, C1

F (z)dz −
∫ z2

z1, C2

F (z)dz = 0 ⇒
∫ z2

z1, C1

F (z)dz +
∫ z1

z2, C2

F (z)dz = 0

Jeśli więc wartość całki nie zależy od drogi całkowania, wtedy:
∮
C

F (z)dz = 0

Jakie warunki musi spełniać funkcja F (z) w obszarze ograniczonym konturem
C aby spełniony był powyższy warunek?

Aby znaleźć odpowiedź, skorzystamy z twierdzenia Greena:∮
C

(Gdx+Hdy) =
∫∫

R

(
∂H

∂x
− ∂G

∂y

)
dxdy
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Całkowanie funkcji analitycznych∮
C

F (z)dz =
∮
C

(udx− vdy) + i

∮
C

(vdx+ udy) = 0∮
C

(udx− vdy) =
∫∫

R

(
−∂v
∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy = 0 ⇒ ∂v

∂x
= −∂u

∂y∮
C

(vdx+ udy) =
∫∫

R

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy = 0 ⇒ ∂u

∂x
=
∂v

∂y

A więc całka po konturze zamkniętym z funkcji analitycznej w obszarze
objętym konturem, jest równa zero.

Przykład: Oblicz całkę
∫ 1+i

0
z2dz =

1
3
z3

∣∣∣∣1+i

0
=

1
3

(1 + i)3

Ia =
∫ 1

0
x2dx+

∫ 1

0
(1 + iy)2idy =

1
3

(1 + i)3

Ib =
∫ 1

0
(iy)2idy +

∫ 1

0
(x+ i)2dx =

1
3

(1 + i)3

Ic =
∫ 1

0
(1 + i)2x2(1 + i)dx =

1
3

(1 + i)3

1+ i 1+ 

 1+ i 1+ 

 1+ i 
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