Matematyczne Metody Fizyki Il

Mariusz Przybycien

Wydziat Fizyki i Informatyki Stosowanej
Akademia Gérniczo-Hutnicza

Wykfad 10

M. Przybycien (WFilS AGH) Matematyczne Metody Fizyki Il Wyktad 10 1/11



Problem S-L - czastka kwantowa w pudle potencjatu

@ Przyktad: Rozwazmy czastke o masie u w pudle (nieskoficzonego) potencjatu o bokach a, b, c.
Nieskoniczenie gteboka studnia oznacza, ze funkcje falowe znikaja na $ciankach.

2 2 2 2
@ Réwnania Schrodingera: iha—w = fh— 8—¢ 8—¢ 6—1’[]
ot 2u \ 922 O9y? 022
@ Separacja zmiennych, ¥(z,y, z,t) = X (z) Y (y) Z(2) T(t), prowadzi do:
X d?y d?z dT
Coax=0 Lo 4ov=0 ZLZ4kz=0, = tiwl=0,
a2 T az a2 T ac T

gdzie w = i()\-i-a—l—.%).
2u
o Warunki brzegowe:
¥(0,y,z,t) =¢¥(a,y,2,t) =0 = X(0)=0=X(a)
U(z,0,2,t) =¢(x,b,2,t) =0 = Y(0)=0=Y(b)
Y(z,y,0,t) =¢Y(z,y,¢c,t) =0 = Z(0)=0=Z(c)
o Rozwigzania problemu S-L:

2
Xn(x) =sin (Ex), n = (—ﬂ , dlan=1,2,..
a

2
Ym(y)=sin(%y), Um:(T) , dlam=1,2,..

l I\ 2
Zi(z) = sin (—ﬂ- z), Ky = (—ﬂ-) , dlal=1,2,...
c c
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Problem S-L - czastka kwantowa w pudle potencjatu

@ Roéwnanie opisujace ewolucje w czasie ma rozwigzanie:

. 2 2 2
T(t) = Clmne_lwlmnt gdzie Wimn = E (n—ﬂ-> + (M) + (l_ﬂ-)
2pn a b c

o Petne rozwigzanie réwnania Schrédingera:

oo
l .
Y(z,y,2,t) = E Ajmn Sin (E z) sin (m y) sin (—ﬂ z) e~ Wwimnt
a b c
l,m,n=1

o State A;,,,, wyznaczamy na podstawie poczatkowego ksztattu funkgji falowej, 1 (z,y, 2, 0)

. . h? (n?2 m?2 2
o Energia czastki: E = hwpmn = at <a_2 + = + =
Kazdy ukfad (n,m,l) reprezentuje stan czastki. Stan podstawowy to (1,1,1). Stany wyzsze
sa zdegenerowane, np. stany (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1) maja ta sama energie.

o Dla kubicznej studni potencjatu, a = b= c = L, mamy (V = L3):

2 h2
— 2 2 72y _ 2 2 g2
_SuLQ(n +m +l)_8p\/2/3(n +m* +1%)
SuEV?2/3
o Przepisujac powyzsze réwnanie w postaci:  n2 +m? +12 = R? = HT

wida¢, ze dla duzych R liczba stanéw o energii mniejszej lub réwnej E jest réwna 1V:

8
1 4 E 3/2 N 3/2
:__”RSZE<SL) Vo o= n:_:f(s_”) E3/2

8 3 6 h2 |4 6 \ h
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Funcja Greena jako jadro operatora catkowego

d
@ Rozwiazanie réwnania rézniczkowego: —id—y = f(z), y(a) = yo, na przedziale [a, b]:
o
b

x
y(z) = yo +i/ f(z")dz' lub inaczej yo + z/ 0(x — ') f(z")da'
a a

gdzie 0(t) jest funkcja Heaviside'a.
o Definiujemy operator catkowy K:

b

u(@) = o + Kf(a), gddie K@) =i [ 0(c—a')f(a)is’
a
gdzie i0(x — x’) nazywamy jadrem operatora K, a jedli to jadro pochodzi z rozwiazania

réwnania zawierajacego operator rézniczkowy, to nazywamy go funkcja Greena tego
operatora rézniczkowego dla zadanych warunkéw brzegowych.

e G(z,2') = i0(x —x') jest funkcja Greena operatora i% z warunkiem brzegowym y(a) = yo.
d2
@ Znajdziemy rozwiazanie réwnania: d—g = f(z), y(a)=yo, ¥'(a)=y1,dlaa<z<h:
T

T 2! b
Y(@) = yo+un (e—a)+ / da’" / dz! f(z') = yo+y1 (z—a) + / (& — a")0(z — o) f(a')da’

o G(z,2') = (x —2')0(z — 2) jest funkcja Greena operatora d?/dz? z y(a) = yo, v'(a) = y1.
o Przy innych warunkach brzegowych, y(0) = yo, y(1) = y1, rozwiazanie ma postaé:

1 ! /
_ / N . Nn_ [ —2'(1l—-2), 0<2' <z
(@) = w0+ —so)a-+ [ Glaa)f(@!)de’ gzie Glaa) = { TEL 70 OST S
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Funkcja Greena

Wiemy, ze rozwigzania r. S-L z zadanymi warunkami brzegowymi maja postaé ortogonalnych
funkgji wiasnych y, (x) stowarzyszonych z wartosciami wiasnymi Ay, :

% {p(w)%yn] + q(@)yn + Anw(x)yn =0

Najwygodniej postugiwaé sie znormalizowanymi funkcjami wiasnymi:

b
(@) = yn(@)/ (Wnlyn)/? = (Dmldn) = / o (2)6n (2)w(@)dz = Snm

Chcemy znalez¢é rozwigzanie réwnania niejednorodnego (uwaga k # An):

= [p@150] + at@w + koo = @)

Rozwiazanie réwnania mozna przedstawi¢ w postaci rozwiniecia w zbiorze ortonormalnych funkcji
o0

wiasnych: y(z) = E Ccnn ()
n=1
Wstawiajac tg postaé rozwigzania do réwnania otrzymujemy:
oo

3o {2 [oe)-L] ) i) + k)Y cninte) = s10)

= n=
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Funkcja Greena

Z drugiej strony mamy: {dd [p( )— d } + q(x)} On(x) = =Apw(z)dn(z)

a wiec: ch(—)\n + k)w(x)dn(z) = f(x)

n=1

Mnozac obie strony przez ¢, (z) i catkujac otrzymujemy:

> en(=dath) [ " w(@)n () () = / " F@) (@)

n=1

Korzystajac z ortonormalnosci funkgeji ¢r, (x) znajdujemy:

b > b
o= i [F@en@de = v =Y {ﬁ / f(fcl)%(w')dx’] e

n=1

Zapisujemy rozwigzanie w postaci:

/f( i¢n d'_/f "G(z', z)dx’
n=1

!
gdzie zdefiniowaliémy funkcje Greena: G(z',x) Z M
n=1

k—An
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Funkcja Greena a delta Diraca

b
Definicja: Funkcja delta Diraca: F(x) :/ F(z')§(z' —z)da’, a<xz<b
a

Funkcja Greena jest rozwigzaniem r. niejednorodnego dla f(z) = (2’ — z):

d [(m)—G(m m)} +4(2)Ga',7) + ku(@)G(a!,z) =

{d {p(x } }i% Jon(@) ()de(x ¢n(w)
1

dx
dx
n=

-~ Z —Anw(z)dn (") Pn(x) + kw(z) Z $n(z = w( x)z¢n én(

k—An

n=1
Z drugiej strony, rozwijajac funkcje delta Dlraca mamy:

@ —2) = 3 andn(@) = an = (5 — 2)lgn(@))

n=1

5(a’ )= Y (5’ — 2)|én(2))dn(x) =

XD

Poniewaz §(z’ — x) = §(z — z’) wigc widaé, ze funkcja Greena jest rzeczywiscie rozwigzaniem r.

RNgE

8> 3

1
§(2' = 2)pn(2)w(z)de] dn(z) = wia') Z n (@) ()

niejednorodnego dla f(z) = §(z’ — x).
Wyktad 10
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Funcja Greena dla problemu S-L

2

d
@ Przyktad: Rozwiazanie problemu S-L, d—g + Az =0, y(0)=y(1l) =0, ma postac:
x

A =n272,  yn(x) = V2sin (nrx)
o Funkcja Greena dla tego problemu S-L ma wiec postaé:

o0
2 Z sin (n7z) sin (nwx’)

w2 n2
n=1

G(z,z') = —

@ Przyktad: Rozwazmy réwnanie oscylatora harmonicznego (masa m = 1):
B(t) + 293(t) + wiz(t) = f(t)
o Transformacja Fouriera obu stron réwania daje (zaktadamy, ze istnieja F(f(¢)) i F(z(t))):

1 [ ,
N / (& + 27 + wiz)e Ftdt = F(k)
T J—00

o Po scatkowaniu pierwszego wyrazu przez czesci i skorzystaniu z relacji F(&(t)) = tkX (k),
dostajemy:
F(k)

0

@ Odwrotna transformata Fouriera:

z(t) = L/oo X (k)e*tdk — / dt/ f(t)e= ikt S o
V2r J oo —k2 + 2ivk + w?
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Oscylator harmoniczny

oo
o Ogdlne rozwiazanie réwania ma wiec postaé: z(t) = Az (t) + Bza(t) +/ G(t, t") f(t") dt’

o Niezalezne rozwigzania réwania jednorodnego to:

x1(t) = e Vtsin { w? — 2 t} oraz  x2(t) = e ' cos [\/wg -2 t}

1 oo ik(t—t') 1 oo ik(tft’)dk
o Funkcja Greena: G(t,t') = —/ 6—2dk = ——/ _c &
271 J oo —k2? + 2ivk 4+ Wi 27 J— oo (k — k1) (k — k2)
gdzie k1 = /w2 — 42 + iy oraz ky = —y/wd — 72 + iv.

o Zaktadamy, ze wo > =y, czyli, ze oba bieguny sa w gérnej pétptaszczyznie, a wiec domykamy
kontur w gérnym pétokregiem.

o Obliczamy residua w k1 i k2, a nastepnie znajdujemy funkcje Greena (dla t > t'):

sin [VeE == v))

2
wi — 2

etk (t—t") etk (t—t")

k1 — ko ko — k1

Gty = _2i(2m') { et
T

@ Znajdziemy rozwiazanie dla funkcji wymuszajacej w postaci f(t) = Foe ™! przy zatozeniu,
ze w chili t = 0 uktad znajdowat si¢ w spoczynku (A =0 = B):

vt + ,
z(t) = F()z—/ sin |: /wg — 2 (t— t’)] =)t gy
\/0.)0 —72 0
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Oscylator harmoniczny

@ Po obliczeniu catki otrzymujemy:

Fo sin |:\/w(2)—72t—5]

Fy

z(t) = e 1t 4 2—6"”
Vg =72 /wi+a? 20y wg + o —2ay
gdzie tgd = y/wi — 2 /(e — ) oraz 0 < § < .
Fy si t—9 F
@ Zaniedbujac ttumienie otrzymujemy: x(t) = Zosm (wo ) +— 0 ze’at
wWo /w2 +a?  WoTQ
Dla duzego t drgania staja sie harmoniczne.
. . Lo, 15, g
o Catkowita energia przekazana do ukfadu: E = -3 + —~wjz” = ————
2 2 2(wg + a?)

@ Przyktad (funkcja Greena w 3D): Znajdziemy funkcje Greena dla réwnania:

V2(F) + M) = £(7)

-, 1 o
Stosujemy transformate Fouriera, F(k) = W /f(F) e~ "7 @37 do obu stron réwnania:
T
1 iRl - -
W/V2¢(F)e kT BF 4 A0 (k) = F(k)
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Funkcja Green w 3D

o Korzystajc z twierdzenia Greena, / (FV2G - GV?F)d3F = / (FVG — GVF) - itds,
\%4 S

(catkujemy po catej przestrzeni, wiec przy obliczaniu catki powierzchniowej catkujemy po
sferze o pronieniu R — o0), otrzymujemy:

(—k? + \)U(k) = F(k)
o Musimy rozwazyé dwa przypadki: A > 0 oraz A < 0. Dla A = —x2 < 0, mamy:

. F(k 1 F(k
U (k) = 2 -(‘r 112 = Y =h() - (2m)3/2 | &2 j_ iz

gdzie h(7) jest rozwiazaniem réwania jednorodnego.

iE-FdBE

e

@ Funkcja Greena ma postaé:
0 =) + [ G
1 ik (F=7) 5 1 e—nrli—

GFRi)=—— [ =
") =G | T in 77

|
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