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Przyktad - ksztatt kropli wody na ptaskim stole

Kropla ma symetrie osiowa wzgledem osi pionowej w.
Jej ksztatt wynika z minimalizacji energii potencjalnej
cieczy w polu grawitacyjnym oraz zwigzanej z napieciem
powierzchniowym na granicy ciecz-gaz (dl = Vdr? + du?):
r=0
Ey = mgh = I pgu(r) (7rr2du) = wpgfr u r)— dr

ﬂ

r= 0
Es=0S5= f o(2rrdl) = 27ro'fr\/ 1+ [w/(r)]2dr
r=R R

Szukamy funkgeji u(r), ktéra minimalizuje catkowita energie, przy narzuconych ograniczeniach:

0
Elu(r)]=E4+ Es = 7Tj {pngu(r)u/(r) +20r4/1+ [u’(r)]Q} dr

R
r=0 0
Ograniczeniem (wiezem) jest ustalona objeto$¢ kropli: V =7 f rldu =7 j r2u/ (r) dr
r=R R
Dodatkowo mamy warunki brzegowe: el =u'(R) tgo, — =0, u(R)=0
dr |.=gr dr |,.—o

Kat o wyznacza sie z réwnania Younga (0sg = 05 + 074 cOs @v).

Jest to problem wariacyjny, w ktérym minimalizujemy catke oznaczona, przy narzuconych wiezach.
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Ekstrema funkcji algebraicznych

d
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkgji f(x) jest d—f =0.
Tl x=axq
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkgji jest:
g . :
@ Jesli s < 0 wtedy funkcja f(z) ma lokalne maksimum w = = zo
r x=xQ
g . -
@ Jedli s > 0 wtedy funkcja f(x) ma lokalne minimum w = = g
x r=x0
. d2f . N » .
> Jedli z =0 wtedy funkcja f(z) moze mieé w g lokalne minimum (np. f(z) ==
x
r=zQ
w z = 0) lub lokalne maksimum (np. f(z) = —z* w z = 0), lub nie mie¢ ani jednego ani

drugiego (np. f(z) = 23 w = = 0).

Warunkiem koniecznym aby punkt (xo,yo) byt punktem stacjonarnym funkcji f(x,y) jest aby:
df = fadr + fydy =0 czyli fo = fy, =0 w tym punkcie.

Mozliwe zachowania funkcji f(x,y) w punkcie stacjonarnym (xo, yo):

lokalne maksimum gdy fzz fyy — fiy >0 oraz fzz <0,

(]
@ lokalne minimum gdy faafyy — ffy >0 oraz fzz >0,
@ punkt siodtowy gdy frz fyy — fﬁy <0,

o

kazde z powyzszych jest mozliwe gdy fix fyy — flz.y =0.
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Ekstrema funkcji z wiezami i wspoétczynniki Lagrange'a

Punkt stacjonarny funkcji n-zmiennych f(z1, 2, ..., zn) musi spetnia¢ warunek:
df = fe,dz1 + fosdxo + ... + fo,dxn =0
Poniewaz dx1, dx2, ..., drn sa dowolne wiec musi zachodzi¢  fz; =0, fzy =0,..., fz, =0
Rozwazmy punkt stacjonarny funkcji trzech zmiennych f(x,y, z) z wiezem g(z,y, z) = c.
Poniewaz c jest stafy, wiec: dg = gzdx + gydy + g-dz =0
Poniewaz df = 0 oraz dg = 0, wiec takze (A - stata, wspdtczynnik Lagrange’a):
df + Adg = (fz + Agz)dz + (fy + Agy)dy + (fz + Agz)dz =0

Poniewaz g(z,y, z) = ¢, wiec z,y, z nie s3 niezalezne, a dz, dy oraz dz nie s dowolne.
W szczegdlnosci zaktadajac, ze np. g, # 0 oraz wybierajac A = —f./g.:

(fx + Agx)dl' + (fy + Agy)dy =0

Zmienne x oraz y s3 niezalezne, a wigc wspdtczynniki przy dz oraz dy musza znikaé niezaleznie.
Podsumowujac, mamy cztery réwnania z ktérych wyliczamy o, yo, zo oraz A:

fo +Age =0, fy + Agy, f2+Agz =0, g(z,y,2) = ¢

@ Znajdowanie punktu stacjonarnego funkcji f(z,y, z) podlegajacego wiezowi g(z,y,z) = ¢
sprowadza sie wiec do znalezienia punktu stacjonarnego funkcji rozszerzone;j:

f(x,y,2) = f(,y,2) + Ag(z,y,2) (b [ = f+Alg—c)).
@ Dodatkowe wiezy mozna uwzgledni¢ w podobny sposéb, przy czym kazdy wiez jest zwigzany
z wtasnym wspétczynnikiem Lagrange'a.
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Wspotczynniki Lagrange'a

Przyktad: Znajdz obie pétosie elipsy 13:1;% —2z129 + ¢

Idea: znajdziemy punkty na elipsie pofozone najblizej i najdalej od a
poczatku uktadu wspétrzednych. Tworzymy funkcje rozszerzona
odlegtosci od poczatku uktadu z wiezem w postaci réwnania elipsy:

f(z1,22) = 22 + 23 + A(3z? — 2z120 + 322 — 8)

Obliczamy pochodne:
le =2z1 + A(6z1 — 222) =0 } A:;;/A { 311 — T2 = A1

fay = 2@ 4+ A(—2x1 + 622) =0 —z1 + 3z2 = Az2

Ropuiazy o . M =2, 4= (1,17
ozwigzujemy problem wtasny:
Ao =4, iz =(-1,1)T
Wektory 1 oraz @2 s3 wzajemnie prostopadte i wyznaczaja kierunki osi elipsy.
Rozwazmy wektor @1 - wybierajac 1 = ¢1 i 2 = ¢1 oraz wstawiajac do réwnania elipsy
otrzymujemy ¢1 = £+/2.
Podobnie dla wektora 42 wybierajac 1 = —cg oraz z3 = c2 i wstawiajac do réwnania elipsy
otrzymujemy c2 = +1.

A wiec dtuzsa o$ elipsy skierowana jest wzdtuz wektora 4@, a krétsza wzdtuz ws.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Celem rachunku wariacyjnego jest znalezienie funkgcji
y(z) dla ktérej funkcjonat

T2
Ju] = [ Flo,u(@), o (2))de T
T Varied
. v . path ~.
osigga ekstremum (warto$¢ stacjonarng).

Rozwazmy funkcje u(z, o) = u(z) + an(x), przy ‘ ‘
czym n(z1) = n(z2) = 0. : : .

x Xy

Warunkiem koniecznym aby funkcjonat J zalezny od parametru a:

J(a) = fF[a:,u(x,a),u'(z, a)ldx

Tl

osiggat warto$¢ stacjonarng jest —

Przyktad: Rozwazmy funkcje f = (du/dx)? gdzie u(z) = z. Niech 7(z) = sinx. Pokaz, ze dla
x1 = 0i z2 = 2w, J(«) osiaga wartos¢ stacjonarna dla o = 0.

27 2 27
J(a):f(%) dac:f(1+2acosx+a2cos2x)d;c:27r+oz27r
0 0

Wida¢, ze J(a) > J(0) oraz ze spelniony jest warunek istnienia ekstremum.
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Réwnanie Eulera-Lagrange’a

Z warunku koniecznego istnienia wartosci stacjonarnej wynika, ze:

aJ o F OF du _ OF ou'

r ! da = — ) d
da a! 2, u(@), w'(@)] de = J <6u da + ou’ 8a> *
1

Poniewaz Ou (z) oraz ou’_ dn wiec 0J j?(aF (z) or d'ry) d
= €T = — _—= —n(x _ T
da ! Oda  dx ¢ oo u ! ou’ dx

x]
Catkujac drugi wyraz przez czesci

P OF dn

Bu’ dx 77]

S () e

otrzymujemy:

2= T [ (35 )= T (G- o

Poniewaz n(z) jest dowolna funkcja, wiec warunkiem zerowania sie powyzszej catki jest:
oF d OF
du  drdu'

Jest to réwnanie Eulera-Lagrange’a (Euler, 1744) - warunek konieczny istnienia ekstremum
funkcjonatu J.
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Notacja stosowana w rachunku wariacyjnym

@ Rézniczka zupetna funkdji f(z,y,z) to: df = ?d + 8_fd + —fd
F
@ Rézniczka zupetna funkcji F(z,u,u’) to: dF = B—d + 8—cl + a—d !
oz ou ou’
@ Wariacja funkgji F(z,u(z), v (z)) to:
oF oF oF oOF OF
0F = —6x+ —d0u+ —ou' = —=0= —§ = s/
50T gt Gt =i =08= Fout g0

@ Punkt stacjonarny funkgeji f(z,y, z) to punkt (zo,yo, z0) w ktérym df = 0.

@ Funkcja stacjonarng funkcjonatu J[u| jest funkcja u(z) dla ktérej §J = 0.

@ Zasady rachunku wariacyjnego dla sum i iloczynéw s3 analogiczne jak dla pochodnych, np.
S(FLFy) = F10Fs + Fa0Fy

@ Wyprowadzenie r. Eulera-Lagrange’'a z wykorzystaniem notacji wariacyjnej:

To To x9
= I Flz,u(z),v (z)ldz = 6J =4 f Flz,u,u]dz = f §F[z,u,u'ldz =0

x1 1
OF oF oF BroF  d (OF
Su' = (u)’ :>f[—5u+8/(5)] _|:8 ,5] +J‘|:af£(au)}6udx—0
T z1

Poniewaz du(z1) = du(xz) = 0 oraz u, a wiec takze du, sa dowolne wewnatrz przedziatu, wiec
wyrazenie podcatkowe musi by¢ tozsamosciowo réwne zero, aby znikata wariacja 6J = 0.
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a stacjonarna fun

Przyktad: Znajdz funkcje stacjonarna funkcjonatu J[u] = [ [(.171/)'2 + 2'142} dx, ktéra spetnia
0

warunki brzegowe u(0) = 0 i u(1) = 2.

Réwnanie Eulera przyjmuje postaé:
OF d (BF
o’

Jest to réwanie Cauchy-Eulera, ktérego ogdlne rozwigzanie to u(z) = 2™

d
):0 = 4u——(2x2u'):O = 22 +2zu —2u=0
dx

Réwnanie charakterystyczne ma postaé:

x2m(m — 1)wm’2 +2xmz™m 1l —22m =0 => m24+m—-2=0 = mi2=—2,1
c
Ogdlne rozwiazanie réwnania Eulera ma wiec postaé: wu(z) = ci1z + —Z
x
Z warunkéw brzegowych wyznaczamy c¢i =2 oraz ¢y =0, czyli u(z) = 2.
Dla kazdej funkcji u(x), funkcjonat J[u] przyjmuje pewna stata wartos¢ (catka oznaczona), w
szczegblnosci dla funkcji stacjonarnej mamy:

Ju] = } [(xu/)Q + 2u2] e = Jl‘ [(21)2 L 8%2] dxr = 4z3|(1) =14
0 0

Dla kazdej innej funkcji u(x) warto$é¢ funkcjonatu J[u] bedzie wieksza.
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Réwnanie Eulera-Lagrange’a

Rozwijajac rézniczke zupetng w r. E-L mozna je zapisa¢ w postaci:
OF d (6F) 0 or  0°F o*r , O*F ,
u

- -0
ou’ ou  Ozouw  ouow . ou?

Przyktad: Znajdz réwnanie krzywej na ptaszczyznie, wzdtuz ktérej odlegtos¢ pomiedzy dwoma

punktami (z1,y1) i (z2,y2) jest najmniejsza.

Dtugos¢ krzywej taczacej dwa punkty na ptaszczyznie dana jest przez:

I—fds—f\/m—f 1+( ) d:v—f\/mdx

Funkqona’f ten osiagga minimum gdy spetnia r. E-L:

d y' / c
f=\1+y?2 = ——x=0 = ———=¢c = y =——r
dx /1+ 42 /1+y’2 1—c2

A wiec szukana krzywa jest linia prosta: y = ax + b = Laien 8 = (z—z1)+wun
z1

To —

Jesli funkcjonat F' nie zalezy bezposrednio od u, wtedy w ogdlnosci mamy:
oF 0 = d (8F) -0 = oF
ou ') ou’

=c = o =gxc)
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Przyktad: ZnajdZ réwnanie linii faczacej punkty (z1,y1) i (z2,y2) ktéra po obrocie wokét

koplanarnej osi minimalizuje zakreslong powierzchnie.

Pole powierzchni utworzonej w ten sposéb wynosi:

A = | 2rzds =2n [ z(da? + dy?)'/? =
f I >\\<ds = (da? + dy®)'*

(x1,91)

dA

T2
2m j z(1+y?)?dz

1

of daf _, 4

= const = a

zy’ _ zy’
(1+y2)1/2 | (1 + y2)1/2

Catkujac ostatnie réwnanie otrzymujemy:

adx (=
y = I(xZ a7) 1/2—(zcosh (Z>+b

gdzie state a oraz b wyznaczamy z warunkdéw aby krzywa przechodzita przez ustalone punkty.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Niech (z1,y1) = (R,—L) oraz (x2,y2) = (R, L), wéwczas:

—-b L—-b —L—-b
x = acosh 2 = cosh = cosh = b=0
a a
Rozwigzanie ma wiec postac: R|
= acosh 2 I \ _ .
a B— —— -
Dla L = 1 mamy minimum Ro = 1.50888 ol Gasene P ot
o ) THE SCIENCE OF
Dla R < Ry nie istnieje stabilne rozwiazanie. N
= @ SOAP FILMS AND
Dla R > Ry istnieja dwa rozwiazania, z ktérych powierzchnia SOAP BUBBLES

Cyril Isenberg

“ptytsza” jest stabilna, a “gtebsza” nie odpowiada wartosci
minimalnej i jest niestabilna. Rysunki ponizej s3 dla R = 2.

Dover Publications, 1992
Age range: > 8

vy
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Inna postac réwnania Eulera

Dla dowolnej funkgcji F'(u,u,z) mamy:

dFF  OF du " OF du’ " OF ,OF L OF n OF

_— = —— _— _— =Uu — U — -

dx Ou dr  Ou' dx ox ou ou’ ox
Korzystajac z powyzszej relacji znajdujemy:
d (/6F> , OF ,d O0F dF OF ,0F , d OF
— |u — =u — Uy ———=— = — —y — u —
dx ou’ ou’ dx ou’ dx ox ou dx ou’

Korzystajac z réwnania E-L mozemy powyzszy zwiazek przepisaé w postaci:

ai_i(F_u/ai> =0

ox dx ou’

L . . OF
W szczegdlnosci, jesli F' nie zalezy wprost od x, tzn. B2 =0, wtedy mamy:
z

OF
F— u'? = const
u

Uwaga: Kazde rozwigzanie powyzszego réwnania rézniczkowego, nie bedace stata, spetnia
réwnanie Eulera. Rozwigzanie state moze, ale nie musi, spetniaé réwnania Eulera (zawsze trzeba

to sprawdzi¢!).

M. Przybycien (WFilS AGH) Matematyczne Metody Fizyki Il Wyktad 11 13 /16



Naturalne warunki brzegowe

Zatézmy, ze wartosci funkcji u(x) sa nieustalone na brzegach przedziatu (x1,z2), co oznacza, ze
du(z1,2) # 0. W tej sytuacji wariacja funkcjonatu prowadzi do réwnania E-L oraz tzw. naturalnych
warunkéw brzegowych (NWB):

w2 2roFp F F F
[6—F5u] + j [78 — 7d (*8 ):| dudr =0 = —6 = 78 =0
ou’ #1 ou  dx \ou o |4, o |4,
T

/2

Przyktad: Dany jest funkcjonat J[u] =3 [ [—(u')2 +u? + 2‘11,;1:] dx.

0
Znajdz funkcje stacjonarng u(x) gdy u(0) oraz u(w/2) nie sa znane.

Réwnanie E-L przyjmuje postac:
oF d (OF d
— — —(—)=0 = ut+tz— —(—u)=0 = v +u=—-2z
ou dx (8u’) dcc( )
Rozwiazania réwnania jednorodnego i niejednorodnego przyjmuja postaé:
up(z) = crsinz + cpcosz  oraz  up(z) = —=x

Naturalne warunki brzegowe:

OF p

— =4'(0) =0 oraz — =/ (7/2) =0

o' |—o v (0) ‘ O |z=r/2 uw(n/2)
prowadza do: ¢1 =1 oraz cp = —1

Ostatecznie otrzymujemy: wu(z) =sinz — cosz — x
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Znajdz réwnanie rynny ewakuacyjnej samolotu, tzn. krzywej wzdtuz ktérej ciato zsuwajac sie bez

tarcia przebedzie zadang odlegto$¢ w najkrétszym czasie (problem brachistochrony).

Czas potrzebny na przebycie odcinka krzywej od (z1,y1) do
(z2,y2) dany jest przez:

o) 1/2 .
. 2jy2 ds f ’dx2+dy T ( - ) d l (5

v
(z1,91) z1=0

1/2
o : 1+ y'2 o . :
Poniewaz w tym problemie f = , wiec rownanie E-L daje:
T
9] d 9 d 9 7] 1 £ 1
—f———f =0 ——f: = —f:constE— = B A ———
Oy dxz 9y’ dx Oy’ oy’ vV2a z(1+y2) 2a
zdz
Przeksztatcajac ostatnie réwnanie do postaci: y = [ —————
ja p Y f (ar — 291/

oraz wykonujac zmiane zmiennych = a(1 — cos ) otrzymujemy:

y= Ia(l — cos6)df = a(0 — sin )

S3 to réwnania parametryczne cykloidy.

v
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

T2

Przyktad: Znajdz funkcje y(z) dla ktérej I[y] = j ——— dx osigga wartos¢ stacjonarna.
Yy

Poniewaz funkcja podcatkowa nie zalezy od z, wiec réwnanie E-L przyjmuje posataé:

/1+y/2_ ,8 1+y127

1
=c = (1+y’1+y?H= >

1+y oy 1ty
A stad otrzymujemy:
1—c%(1 2 1
n_l-cl+y)* c(l+y) — do

— = S J—
c2(1+y)? /1—c2(1 +y)2

1 1

—Z\/l—cz(l—i-y)Q::r—i—c/ = (:t:—i—c’)r‘z—i—(l—i—y)2=C—2

gdzie c oraz ¢/ s3 statymi.
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