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Pojecie grupy

Definicja: Grupa nazywamy zbiér G wraz z okreslonym iloczynem elementéw tego zbioru,
ktéry kazdej uporzadkowanej parze (g1, g2) € G przyporzadkowuje inny element tego zbioru,
oznaczany przez gig2 € G, przy czym spelnione sa nastepujace warunki:

a) iloczyn jest laczny, tzn. (g192)g3 = g1(g293) dla dowolnych g1, 92,93 € G,

b) istnieje element jednostkowy e € G taki, ze eg = ge = g dla kazdego g € G,

c) dla kazdego g € G istnieje element odwrotny g~ € G: g~ lg=gg ! =e.

Uwaga: W warunkach (b) i (c) druga réwnos$é wynika z pierwszej:

g Y (g719)g

a * b
a0 997 ) € (9197997 L e(gg71) L gg

1
=qg ' =e

_l(ge_l@g

g leG = 3Fg€G: g7l =e (%)

= g9 t=e (d)
(c) _ (@) _ (CONNO)
ge =g(g7'9) = (997 )g = eg =g
Lemat: Dla kazdego elementu grupy g € G zachodzi (g7')" ! =g
D: g=ge=9(g" (") N =(99 g ) =elg™) =g )"
Definicja: Grupe ktéra zawiera skonczong liczbe elementéw nazywamy grupg skonczona.

W przeciwnym razie grupe nazywamy nieskoniczona. Rzedem grupy (skorniczonej) nazywamy
liczbe n jej elementéw.
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Wtasnosci grup

Lemat: Elementy neutralny i odwrotny sa wyznaczone jednoznacznie.
D: Niech e oraz e’ beda elementami neutralnymi, wéwczas:
e/g:ge’:g = 6/626 ’
) ’ = e=e¢e
eg=ge=9g = e’ =c¢

Niech g1 i g2 beda elementami odwrotnymi elementu g, wéwczas:

91(992) = (g19)g2 = gie=eg2 = g1 =g

Z jednoznacznoéci elementu odwrotnego wynika, ze

(9192 9n)(9n " 95197 ) = (9192~ Gn—1)(gngr, Vg, Ly - 95 tar ) =€
co oznacza, ze:  (gig2-gn) =gn 95 91"
Lemat: Jesli G jest grupa rzedu n o elementach {e, g2, g3, ..., gn } to dla dowolnego i w ciggu
€gi, 929i, 93Gi, ---, gngi, kazdy element grupy G pojawia si¢ tylko raz (analogicznie dla
gi€, 9ig2; .-+, gzgn)
D: Niech gy # g1 oraz grgi = qi9i = (9k91)9; ' = (919:)9; ' =  gr =a

—
sprzecznosé

Whiosek: W tabelach mnozenia grupowego w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie dany
element moze wystapié tylko jeden raz.
Whiosek: Dla dowolnych elementéw g1, g2 € G istnieja jednoznaczne elementy hi, he € G
takie, ze g1h1 = g2 oraz hagi = g2.
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Przyktady grup

Najprostsza grupa sklada sie z jednego elementu (C1): elementu neutralnego e (ee = e;

e~! =e). Np. ”1” i zwykle mnozenie.

Grupa zlozona z dwéch elementéw Ca2 = {e,a}: (ee = e, aa = e, ea = ae = a). Np. grupa
zlozona z liczb +1 (e) i —1 (a) i zwyklego mnozenia.

Zbiér liczb catkowitych wraz ze zwyklym dodawaniem (Z,+): e =0, g=n = g~ ! = —n.
(Rt,)oraz (Qt,-): e=1, g=z = g ! =1/z.

Zbiér {—1,41, —i,+i} wraz z operacjg mnozenia.

(C,+) oraz (C — {0}, ).

Zbiér wszystkich wektoréw w przestrzeni wektorowej V ze wzgledu na ich dodawanie.
Zbiory zlozone ze wszystkich transfromacji fizycznych danego typu, np.:

o (obroty i odbicia) zbiér transformacji zachowujacych odleglto$é od poczatku ukladu w
przestrzeni n-wymiarowej,

o (translacje) zbidr wszystkich transformacji zachowujacych réznice £ — § pomiedzy
wspoirzednymi dwéch punktéw w przestrzeni n-wymiarowej,

o (grupa Lorentza) zbiér transformacji liniowych zachowujacych kwadrat dlugosci

4-wektora, zg - w% — :cg — zg, w przestrzeni Minkowskiego,

o (grupa Poincarego) zbiér wszystkich transformacji liniowych zachowujacych odleglosé
pomigdzy dwoma 4-wektorami w przestrzeni Minkowskiego (tr. Lorentza + translacje).
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Grupa cykliczna

Definicja: Grupa cykliczna rzedu n to grupa ktoérej elementy mozna zapisa¢ w postaci

Cn ={e,a,a?,...,a" " 1}.

Przyktad: Modelem grupy cyklicznej rzedu n jest zbiér n pierwiastkéw n-tego stopnia z 1
wraz z operacja iloczynu liczb zespolonych (zi = exp (i 2wk/n), k=0,...,n —1)

Uwaga: Wszystkie grupy 1-, 2- lub 3-elementowe sa wytacznie cykliczne.

Definicja: Najmniejsza catkowita liczbe dla ktérej zachodzi ¢" = e nazywamy rzedem
elementu g. Gdy n jest nieskonczone wowczas element g jest rzedu nieskonczonego.

Lemat: Jedli g jest elementem rzedu n w grupie cyklicznej rzedu n, wéwczas wszystkie
elementy grupy e = ¢°, g1, ..., g" ! sa rézne.

D: Niech g'=¢’ dla 0<i<j<n—1 = g'(g") "' =¢'(¢")"

tzn. ze e = gj_i dla 0 < j—1i<mn cojest sprzeczne z zalozeniem, ze n jest najmniejsza
liczba calkowity dla ktérej zachodzi g™ = e.

Definicja: Grupe G nazywamy abelowa (przemienna) jesli dla dowolnych g1, g2 € G zachodzi
9192 = 9291-
Przyklad: Grupa tréjelementowa Co = {e,a,b} (eliminacja sprzecznych relacji):

ab=a = b=e . .
a wiec ab = e (podobnie ba = e elal|bd
ab=b = a=e } ¢ (p )
elelalbd
aa = = a=c¢e . :
a wiec aa = b (podobnie bb = a) ala|b]|e
aa=e = a=2b blblela
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Przyktady grup

Przyktad: Grupa czteroelementowa G = {e,a, b, c}:

a?=a = a=e
ac=e . .
we—b—a? = azc}awu@cacfe(podobmecafe)
2 ab=e = ad=ac = a’=c elalblc
a®=b 2
ab=a = a°=e elelalb]|c
ab=b = a=e alalb|cle
a wiec ab = ¢ (podobnie ba = c¢) blblclela
a’> =c = jak wyzej, tylko tym razem ac = a® = clclelalbd

W obu przypadkach otrzymujemy grupe cykliczng C4 = {e, a, a?, a3}.

Inne mozliwo$ci:

ab=c

ab—c = b:a}awiqcab:c (podobnie ba = c)

2

ac=e = a“c=a = c=a
ac=a = c=e
ac=_c¢ = a=e

a wigc ac = b (podobnie ca = b)
(ba) - (ab) =c? = b?>=c? awigc 2=alubc®=e

. ac=b
niechc?2 =a = a2 =d?>=¢ =

. =b
niechc2=e¢ = ac?=a "S bec=a (cb=a)
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Przyktady grup

ela|b|c < ¢? = a, grupa izomorficzna z Cy elalblc
elelalbdb]|ec t=e = ¢ 2= = elelalbd]|ec
alale|c|b b2=a — b ta grupa nie jest alale|c|b
blblclale b— d izomorficzna z Cy blolclela
clc|blel|a B¥=c— ¢ (tzw. czterogrupa) clc|blale

@ Zbiér wszystkich odwracalnych macierzy n X n wzgledem operacji mnozenia macierzy:
GL(n) = {Anxn : a;; € C, det (A) # 0}
T
-1 _ Cu
det (A)

(Ca)ij = (1) My, det (AB) = det (A) det (B)

@ (grupy ortogonalne) Zbidér wszystkich macierzy rzeczywistych n x n zachowujacych forme
22 + 22 + ...+ 22 - grupa O(n).
Jedli dodatkowo wyznacznik jest réwny 1 - grupa SO(n).
SO(3) to grupa obrotéw.

@ (grupy unitarne) Zbidér wszystkich macierzy zespolonych n x n, ktére zachowuja forme
kwadratowg ziz, + x5z, + ... + nhx, - grupa U(n).
Jesli dodatkowo wyznacznik jest réwny 1 - grupa SU(n).

@ SU(3) to grupa symetrii oddzialywan silnych (Quantum Chromodynamics, QCD) - wiecej
na ten temat na przedmiocie obieralnym Wstep do oddziatywarn hadronéw.
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Grupa symetryczna

Definicja: Grupa symetryczng (grupa permutacji) nazywamy grupe utworzong przez zbidr

odwracalnych odwzorowan f: S, — Sp, gdzie Sy jest zbiorem zlozonym z n! elementéw.

(1 2 3 .. n o= 123 ..n P1 P2 P3 ... Pn
p= P1 P2 P3 - Pn )’ “\123..n)° 1 2 3 n
. .. 1234 234
Przyktad: Skltadanie permutacji: m; = <3 41 2) , T2 = ( 131 )
w2 0 m(i) = ma(m1 (7)) Tp 0m = 1234 T oMy = 1234
- 3124 4213

Przyktad: Grupa Ss3: ¢ 72|73 |72 75 | 76
(123 (123 (123 2] © |75 M6 T3 ™

e = 123 T2 = 213 T3 = 3921 T3|T6| € |T5|T4|T2

T4 |T5 |6 | € |T2|T3

(123 (123 (123 T |4 |2 | T3 |TE | €
7r4‘(132) 7T5‘(312) 7T6_(231) 76 |73 |ma| T2 | € |75

Definicja: Niech m € Sy, i € {1,2,...,n} oraz niech r bedzie najmniejsza liczbg naturalng
taka, ze 7" (i) = i. Cyklem permutacji = o dtugosci r generowanym przez ¢ nazywamy zbiér r
réznych elementéw {7%(i)}, k= 0,...,r — 1.

Lemat: Kazda permutacja moze by¢ jednoznacznie rozlozona na rozlaczne cykle.
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Grupa symetryczna - cykle

Przyktad: Rozktad na cykle permutacji 71, m2 € Sg:

= ( A ) — (1374)(25)(68)

an otN
= ot N Ot

ISOES FSOPN]

71 8 4 6
3456 7 8
68 1 7 3)_(125)(36748)

1 2 3 45 6 7 8
wloﬂ2=(5 2o 7):(1374)(25)(68)

Definicja: Jesli m € S, ma cykl o dlugosci r, a wszystkie pozostale cykle m maja tylko po
jednym elemencie, to m nazywamy permutacja cykliczna o dlugosci .

Definicja: Permutacje¢ cyklicznag o dtugosci 2 nazywamy transpozycja.
Przyktad: Znajdowanie permutacji danej w postaci cykli (niekoniecznie roztacznych)

1 2 3 4 5 6

T € Ss  m = (143)(24)(456) m:(4 51 5 6 9

) = (145623)

7 €55 = (13)(15)(12)(14) o = ( Lo ) — (14253)

Lemat: Dowolny r-cykl (i1, 2, ..., %r) moze by¢ roztozony na iloczyn r — 1 transpozycji:
(31,12, oy tr) = (31,97 ) (41, br—1)-..(41,23) (41, i2).

Definicja: Permutacje nazywamy parzysta (nieparzysta) jesli moze by¢ przedstawiona jako

iloczyn parzystej (nieparzystej) liczby transpozycji.
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Grupa symetryczna - przyktad

Przyklad: Rozwazmy grupe utworzona przez operacje symetrii (obroty i odbicia) ktére
przeprowadzaja w plaszczyznie tréjkat réwnoboczny w siebie. Grupa ta jest okreslana jako
3m lub Cs,.

Operacje symetrii:

e - operacja zerowa; R, R’ - obroty o 27/3 i 4w /3; K, L, M - odbicia.

(@) X X o
KeM =K = = R 3
o X o @) ° 0 o X
© (@) ) © Ii
MeK = M = = R
S X X Q X Q S X e | LIM[K|RR
Lle|RIR|M|K
© © © © MR|e|R|K|L
Rel =K - =X K|R|R|e|L|M
SEE. R O o «x R|K|L|M|R|e
R|IM|K|L|e|R
R« mg, R <75, Ko my, L my, Mo s c
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[zomorfizm i homomorfizm grup

Definicja: Méwimy, ze dwie grupy G i G’ sa izomorficzne jesli istnieje bijekcja pomiedzy ich
elementami, ktéra zachowuje dzialanie grupowe, tzn. jesli g; € G «— g; € G’ oraz jesli

9192 = g3 w G, to g1g5 = g5 w G’ i na odwrét.

Definicja: Odwzorowanie f : G — G’ nazywamy homomorfizmem, jesli kazdej parze
elementéw g1, g2 € G przyporzadkowany zostaje element grupy G’, przy czym zachodzi
flg192) = f(g1) f(92),

Wtasno$ci homomorfizmu:

®eg=g = g =(eg) =€y = fle)=¢

o =(gg ) =g = (@) '=0""

@ e=g" = € =(9") =(99-9" =99 .9 =)
Wtasnoéci izomorfizmu:

m

@ gi=g5 = g1=g2 (’1:1” - monomorfizm)
(grupy izomorficzne maja ta sama liczbe elementéw danego rzedu).
@ kazdy element G’ jest obrazem jakiego$ elementu G (,,na” - epimorfizm).

Definicja: Jadrem homomorfizmu f: G — G’ nazywamy zbiér:

Ker(f) ={g € G|f(9) =€}

Przyklad: Odwzorowanie f: z — €@ grupy (R, +) na grupe U(1) liczb zespolonych
o jednostkowym module jest homomorfizmem, poniewaz:

(m + y)/ N ei(:v-‘ry) — eiTiY — x/yl

ale nie jest izomorfizmem, poniewaz np. f((2k + 1)w) = —1, f(2kw) = +1, itp.
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Podgrupy

Definicja: Podgrupa grupy G nazywamy niepusty podzbiér H zbioru G, ktéry tworzy grupe
z tym samym dzialaniem co G.

Uwaga: Kazda grupa zawiera dwie podgrupy trywialne elajblc
b|c

H=G oraz H={e elela
{e} alale|c|d
Wszystkie inne podgrupy nazywamy wlasciwymi. blblclela
Przyktad: Grupy cykliczne nie maja podgrup witasciwych. clelblaje
Przyklad: Element rzedu m (g™ = e) poprzez mnozenie przez siebie ela|b|c
utworzy podgrupe {e, g, g%, ...,g™ 1} rzedu m. Jest to podgrupa abelowa.| e | e |a | b | c
Wtlasno$ci podgrup: ajalblc|e
blb|lc|lel|a
@ Element jednostkowy e grupy G nalezy do kazdej jej podgrupy H. cleclelald

@ Jesli element g € H, to réwniez g~ ! € H.
@ Zbiér elementéw g € G, ktére naleza do wszystkich podgrup réwniez tworzy podgrupe
(moze to byé tylko {e}).
Twierdzenie: Niech bedzie dany homomorfizm f: G — G'.
(a) Zbiér H' C G’ obrazéw elementéw grupy G tworzy pogrupe w G'.
(b) Zbiér K C G elementéw ktére sa odwzorowane w e/ € G/, tworzy podgrupe w G.
(a) ¢’ € H's gi,gh € H' = gigs=(9192) €H's (¢') ' =(97") e H
(b)e€K; g1,92€ K = (q192) =gigps=¢€'e’=¢€¢ = gip €K

gEK = ¢ =(997") =g'(¢7") =€(g7") =) = gleK
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Podgrupy

Przyktad: f: R — U(1) = Ker(f)= {2km, k € Z} - podgrupa w R

Definicja: Podgrupe H grupy G nazywamy normalna, jesli dla kazdego g € G i kazdego
h € H, réwniez ghg~! € H.

Przyktad: Jadro homomorfizmu, Ker(f), jest podgrupa normalna:

gEG, he Ker(f) = (ghg™ ') =gk (g7") =g g ) =4 ") =¢
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