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Reprezentacje grup - formalizm

Elementy grup moga by¢ reprezentowane przez macierze:

!
u1 ux
ul u
-/ 2 - -/ -
u=| . |=g| . |=8u > u=Mgu
uy, un

Aby zachowa¢ konwencje, w ktorej efekt dzialania elementu g = g1 g» jest taki sam jak efekt
dziatania najpierw elementu g», a nastepnie elementu g1, jako macierz reprezentujaca
element g € G musimy wybraé D(g) = M (g):

h=g1g2 = D(h)=D(g)D(g) = D =MT(g) = #'=DT(g)u
i =hu; = g1gau; = 81 [M(g2)];; uj = [M(g2)];; 81u; = [M(g2)];; [M(gD)] jy uk
" = M(g2)M(g1)ii = DT (g2) DT (g il = (D(g1)D(g2)) Tii = DT (Wi

Definicja: n-wymiarowa reprezentacja grupy G to homomorficzne odwzorowanie grupy G
w zbiér macierzy D = {D(g)} o wymiarach n x n.

Wtasnosci:

@ D(e=1;

@ D(g182) = D(g1)D(g2) dla dowolnych elementéw g1,82 € G
o D(gg H=DEDE H=1I, = DEH=DEI}
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Reprezentacje grup - przyktad

Przyklad: ZnajdZ 6-wymiarowa reprezentacje grupy permutacji S3 wykorzystujac jako
skltadowe wektora bazowego uporzadkowane trojki liter:

u; ={PQR}, u2={QPR} u3z ={RQP},

us = {PRQ}, us={RPQ}, ug={QRP}. 2| € |75|76 |13 | T4
T3 |l | € |TI5|TT4|TT2

T4 |TT5 [Tl | € |TT2|TT3
5 |74 |72 |TT3 [T | €
Tl |TT3 |TT4 |TT2| € |Ti5

€ |Tp |73 |74 |75 | e

Elementy grupy S3 i tabelka mnozenia grupowego:
e=(12)13), m=03)(12) #3=2)13),
e =(1)(23), m5=(132), g = (123).

Znajdziemy reprezentacje macierzowa elementu g = (123) = (13)(12)

uy =mguy = (123){PQR} = {RPQ} = u5 L

uy = etz = (123){QPR} = {RQP} = u3 1.
ué=neu3=(123){RQP}={PRQ}=u4 e N I
uy =nmeus = (123){PRQ} ={QPR} = u B

uf = meus = (123){RPQ} = {QRP} = ug T |

ug = meup = (123){QRP} = {PQR} = u; 1

Czyli reprezentacja macierzowa elementu 7g to macierz: D(mg) = M T(ns)
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Reprezentacje grupy Ss

Znajdziemy reprezentacje macierzowa elementu n3 = (13)

uh =m3uy = (13){PQR} = {RQP} = u3 o

uy = m3up = (13){QPR} = {(RPQ} = us .

uy = myuz = (13){RQP} = {PQR} = u) IV IS U .
ul, = n3us = (13){PRQ} = {QRP} = ug w0 |UE M
ug = n3us = (13){RPQ} = {QPR} = up 1

ufy = n3ug = (13){QRP} = {PRQ} = 4 |

Czyli reprezentacja macierzowa elementu 73 to macierz: D(w3) = M T(n3)

Znajdziemy reprezentacje macierzowa elementu 7, = (12)

uy =mau1 = (12){PQR} = {QPR} = up 1

uh = maup = (12){QPR} = (PQR} = uy 1.

ul, = woug = (12){RQP} = {QRP} = ug " A -
uz=ﬂ2u4=(12){PRQ}={RPQ}=u5 e=r . |iEMa
ug = mous = (12){RPQ} = {PRQ} = uy A |

ug = moug = (12){QRP} = {PRP} = ug o1

Czyli reprezentacja macierzowa elementu 7, to macierz: D(w2) = M7 (7r)

Widaé, ze zachodzi: D(3)D(2) = D(7g)
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Reprezentacje grupy Ss

Reprezentacje macierzowe pozostalych elementéw e, 4 = (23), 75 = (132):

1 . . e |

D(e)=1Ig D(my) = D(ms) =

1. . .. 1
Przyktad: Znajdz 3-wymiarowgq reprezentacje grupy S3 wykorzystujac jako sktadowe wektora

bazowego trzy ustalone punkty bedace wierzchotkami tréjkata r6ownobocznego oraz fakt, ze
S3 jestizomorficzna z grupa 2D operacji symetrii na takim tréjkacie.

[l eille) feeleile

100 010 001
D(e)=(0 1 o), D(n2)=(1 00), D(n3)=(o 1 0),

001 001 100

100 010 001
D(n4)=(00 1), D(ﬂ5)=(00 1), D(n6)=(1 0 0),

010 100 010

Zachodza np. D(74) D(nr2) = D(rs5), D(4)D(ng) = D(13), ...
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Reprezentacje grupy Ss

Przyktad: Znajdz 2-wymiarowa reprezentacje grupy permutacji Sg

Rozwazmy transformacje wektoréw bazowych ptaszczyzny ey, e, zwigzane z operacjami
symetrii 2D na tréjkacie réwnobocznym.

23)¢,

e=(), o = (12), 73 = (13)
m4=23), m5=(132), me=(123)

(0l 52
ey éy V312 -1/2 |\ &y, 23)%, &
el éx\ _( 1/2 —\/_/2)(éx) 3 ey\ \/12)ey
(ey) (13)( y)_(_\/§/2 ~1/2 éy 322, / | \ 238,
1238,
1o 12 V312 ( 1/2 —\/§/2)
= = D = »
p@=(4 1), Do =( iy Yara ) )=\ _a -1
(=10 1/2 —v3/2 -1/2 V372
D(n4)—( 0 1)’ Dy = (\/'/2 -1/2 ) D(”G):(_ﬁ/z —1/2)'
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Reprezentacje regularne

Definicja: Reprezentacja regularna grupy G to odwzorowanie elementéw gy € G w zbiér
macierzy o wymiarze nx n, gdzie n jest rzgdem grupy, postaci Dy (gv) = 616 gdzie g; = gvg;j
Uwaga: W kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy Dj; wystepuja same "0" ijedna "1".
Macierze te sa nieosobliwe oraz det (D(gy)) = +1 (poniewaz mogg by¢ otrzymane z macierzy
jednostkowej przez przestawienie wierszy i kolumn).
Lemat: Zbiér macierzy {D(gy)} tworzy grupe, zatem stanowi reprezentacje grupy G.
D:gi=eg; = Dyj(e)=0;10;; =6} - macierz jednostkowa,
gv#e = warunek g; = gvg; moze byC spetniony tylko dla i # j, tzn. Dy;(gv) = 610 j;
moga mieé niezerowe warto$ci tylko dla k # [.

zdefiniowane odwzorowanie zachowuje dziatanie grupowe:

8m = 8vEn

%Dik(gV)ij (&) = 8r = 8u8s

= 8 imOknirdjs=0imd jsOnr Zimd js=Djj(gvgu)
k

(%) 6pr = n=r > 8n=8u8s = 8&m=28v(gvgs) = (gv8uigs = Dij(gygy)=5im6js

/bycien (WFilS AGH) Matematyczne Metody Fizyki I

Wyklad15  7/14



Reprezentacje regularne - przyktad

Przyklad: ZnajdzZ rep. regularna grupy cyklicznej C4 = {

Relacje Dy;(av) =040 gdzie a; = ayaj prowadza do:

v=1 czyli
v=2 czyli
v=3 czyli
v=4 czyli

1000
0100
0010
0001

D(e) =

WFilS AGH)

a) = eday
aj = aay
a3=a2a1
a4=a3a1
0001
1000
0100
0010

Matematyczne Metody Fizyki I

2 3}

ay=eax=a,daz=a~,a4 =a

a) =eap a3 = edas as = eay
a3z = aap as = aas ay = aay
ag = a2a2 a) = u2a3 ay = a2 as
a) = a3 ap ay = u3a3 a3 = a3 ag
0010 0100
0001 0010
2y — 3y —
» D= 000 P9 0001
0100 1000
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Reprezentacje rownowazne

Lemat: Jezeli D(gy) jest reprezentacja grupy G oraz S jest nieosobliwg macierza to macierze
D' (gv) = S_ID(gy)S takze tworza reprezentacje. Reprezentacje D(gy) i D' (gv) nazywamy
reprezentacjami réwnowaznymi.

D'@=5"'DES=5"1,8=1I,

D'(g)D'(gu) =S~ D(g)SS ' D(g)S= S D(gy)D(g)S= S D(gvgu)S =D’ (gvgw)
Przyklad: Znajdz rep. regularna grupy cyklicznej Cs = {a; = e, a» = a, a3 = a®}
Relacje Dyj(av) = 616 j; gdzie a; = ava; prowadzg do:

100 001 010
De=|(010], D@=[100], D@=[001

001 010 100

Przyklad: ZnajdzZ rep. otrzymana z rep. reg. grupy Csz poprzez transformacje podobieristwa
(w=exp(i27/3)):

11 1 100 100 100
§=il10®> 0 |, > D@=|010|, D@=|0w 0 |, D@=|00w?0
1 o w? 001 00 w? 00 w

Uwaga: 1-dim repr. C3: D(e) = 1, D(a) = exp (i2m/3),D(a®) = exp (i4m/3)
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Reprezentacje redukowalne

Rozwazmy reprezentacje pW p@ pM (moga by¢ réznych wymiaréw) grupy G.
Mozemy skonstruowac¢ nowa reprezentacje D:
DW (x) 0
D@ (x)

D(x) =
0 DM (x)
Moéwimy, ze reprezentacja D jest redukowalna, a kazda z macierzy D(x) moze by¢ zapisana
jako suma prosta mniejszych reprezentacji:
D) =DV eD?we..e DN (x)

Moze sie zdarzy¢, ze niektére lub nawet wszystkie sposréd macierzy DY, D@, ..., DV
moga by¢ w dalszym ciaggu redukowalne.

Jesli jednak wszystkie macierze p® doprowadzimy do postaci ktére nie mogg by¢ juz dalej
redukowane, to poszczeg6lne bloki nazywamy nieredukowalnymi reprezentacjami grupy G
(irreps of G; oznaczenie D').

Niech irrep D’ @ wystepuje m; razy w reprezentacji D. Zapisujemy to w postaci:
D=mD'VemDPe..e myD'™

Irreps stanowig podstawowe elementy teorii reprezentacji i stuzg do analizy dowolnej
sytuacji ﬁzyczne] ktora jest niezmiennicza wzgledem danej grupy symetrii G.
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Reprezentacje nieredukowalne

Interpretacja struktury macierzowej reprezentacji nieredukowalnych:

@ Skladowe wektora bazowego odpowiadajace wierszom macierzy D zawierajacym bloki
jednoelementowe (1 x 1) sg niezmiennicze wzgledem dziatania grupy G. Méwimy, Ze taka
wspétrzedna (lub funkcja) transformuje sie zgodnie z jednowymiarows irrep grupy G.

@ Jesliw dowolnej sposrdd g (rzad G) macierzy D, blok odpowiadajacy danej sktadowej (lub
funkcji) wektora bazowego, ma wymiar n x n, wéwczas ta wspétrzedna jest mieszana
przez operacje symetrii z n — 1 innymi wspéirzednymi. Méwimy, ze transformuje sie
zgodnie z n-wymiarowa irrep grupy G.

Interpretacja irreps w jezyku przestrzeni wektorowych:

Definicja: Méwimy, ze w przestrzeni wektorowej V nad cialem liczb zespolonych okreslona
jest reprezentacja T grupy G jesli dane jest odwzorowanie, ktére kazdemu elementowi g € G
przyporzadkowuje operator liniowy T'(g) przy czym spetnione sq warunki:

T(e)=1 oraz T(g1)T(g2)=T(g182) dlakazdego g1,82€G

Definicja: Podprzestrzen wektorowa W przestrzeni V nazywamy niezmiennicza wzgledem
reprezentacji T jeSli Vie WAVgeG zachodzi T(g)veW.

Definicja: Reprezentacje T nazywamy redukowalna jesli w V istnieje nietrywialna
podprzestrzen niezmiennicza. W przeciwnym wypadku reprezentacja jest nieredukowalna.

n
Elementy macierzowe reprezentacji: T(8)é; = Y. tr;(8)éx = 1(g) =[x (@]
k=1
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Reprezentacje nieredukowalne

Uwaga: Reprezentacje ktora jest izomorfizmem nazywamy reprezentacjq wierng.
Uwaga: Odwzorowanie D(g) = I, jest reprezentacja, ale nie jest reprezentacjg wierna.
Przyktad: Reprezentacje nieredukowalne grupy S3.

@ reprezentacja dwuwymiarowa (wierna)

10 1/2 V372 /2 -V3/2
Me‘(o 1)’ M“Z)‘(\@/z —1/2)’ M(13)‘(—\/§/2 -1/2 )
Mow =710 (12 =V3I2 Moe = [ T12 V312

@)= o 1) TDT\F2 —12 ) VOB T\ B2 172 )

@ kazda grupa ma irrep w ktérej kazdemu elementowi przyporzadkowana jest macierz
jednostkowa 1 x 1, czyli po prostu liczba 1.

@ irrep w ktérej permutacjom parzystym przyporzadkowana jest liczba 1, natomiast
nieparzystym (-1).

e 12) (13) 23) (132) (123)
Al 1 1 1 1 1 1
Ao 1 -1 -1 -1 1 1
E | Me | Mag) | Maus) | Mes) | Masz) | Muzs)
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Ortogonalno$c¢ reprezentacji nieredukowalnych

Uwaga: Macierze odpowiadajace irreps sg ortogonalne (unitarne), a wiec zbudowane sg z
wzajemnie ortogonalnych rzedéw i kolumn.

Twierdzenie: Reprezentacje nieredukowalne dowolnej grupy G (rzedu g) sa tak ortogonalne
jak to tylko mozliwe, w nastepujacym sensie. Jesli dla kazdej irrep zbudujemy g-elementowe
wektory z elementéw z dowolnej, ustalonej pozycji z kazdej sposréd g macierzy to wéwczas:

@ dowolne dwa wektory pochodzace z réznych reprezentacji sa wzajemnie ortogonalne,

@ dowolne dwa wektory pochodzace z r6znych pozycji w macierzy odpowiadajacej tej
samej irrep sg wzajemnie ortogonalne.

Formalnie mozna to zapisa¢ w postaci (DW oraz D" oznaczaja, odpowiednio, 1y - oraz
ny-wymiarowe irreps grupy G):

g
Y [PV ] [DW @] = =018 18,
X ny

Suma ta jest réwna zero gdy:

@ sktadowe wektoréw nie pochodza doktadnie z tych samych pozycji w kazdej macierzy
(facznie z przypadkiem gdy nie jest to mozliwe bo irreps DW i p) maja rézne wymiary),

@ gdy sktadowe wektoréw pochodza z tych samych pozycji w macierzach DW oraz W
maja te same wymiary, ale sa r6znymi irreps, A # .
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Ortogonalno$c¢ reprezentacji nieredukowalnych

Przyklad: Relacje ortogonalnos$ci na przyktadzie irreps A;, Ap, E grupy S3.

10 1/2 V312 1/2 —v3/2
M, = , 12 = ,

» M, =
01 V312 —1/2) as (—\/5/2 -1/2

10 ~1/2 —V3/2 -1/2 V312
M(23)_( 0 1)' M(132)_(\/§/2 -1/2 ) M“zg)_(—\/ﬁ/z —1/2)'

YDV [DW 0], = £ 51101014
x ny

@ niechi=j=k=1=1,gdzie DY = A; oraz D'™ = A,:
I +1(-D+1(=D+1(=D+1(D1(1) =0, boA#pu
@ niech (i, j) = (1,2) oraz (k, ) = (2,2), gdzie DV = DWW = E:
0(1) + (vV/3/2)(=1/2) + (=v/3/2) (=1/2) + 0(1) + (—V/3/2) (=1/2) + (v/3/2)(-1/2) = 0,
bo z r6znych pozycji tej samej iirep
@ niech (i, j) = (1,2) oraz (k, ) = (1,2), gdzie DW= pWw = g
0(0) + (v/3/2)(V312) + (—V/312)(—=v/3/2) + 0(0) + (—V3/2)(—/3/2) + (v/3/2)(v/3/2) =33,

bo z tej samej pozycji tej samej irrep
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