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Funkcje zespolone zmiennej rzeczywiste]

Wiele twierdzen dotyczacych rachunku rézniczkowego i caltkowego zmiennej
rzeczywiste]j stosuje sie takze do funkcji o wartosciach zespolonych zmiennej
rzeczywistej.
w'(t) = u'(t) + ' (t
Niech w(t) = u(t) 4 iv(¢) t) = w'(t) (®
f w(t)dt = f u(t) dt—i—zf
Przyktad: Pochodna funkcji w(t) = et = e¥oteiol ¢ € R, zy = 0 + iy
4 2ot = 4 (o7t cosyot + it sinyot) =
= (2o + iyo)(e®! cos yot + ie™0! sinyot) = (xo + iyo)e el = zyeot
Przyklad: Oblicz calke f”/ *eitdt

w/4 /4 1 . 1
fo eztdt _ zt| Zezﬂ'/4 44 = \/5 +4 (1 _ 75)
Ale, np. dla funkeji zespolonej w(t), a <t < b nie sa w ogdlnosci spelnione
twierdzenia o wartosci éredniej dla pochodnej i calki:

w(b) — w(a b
w'(c) = % oraz /a w(t)dt = w(c)(b— a)

Przyklad: w(t) = e, 0<t<2r = |w/(t)

= |ie| =1, w(0) =w(27) =
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Calkowanie funkcji zespolonych po konturze

Catki funkcji zespolonych zmiennej zespolonej sa zdefiniowane wzdluz
zadanych krzywych (konturéw) na plaszczyZnie zespolonej.

Niech z(t), a < t < b, bedzie réwnaniem parametrycznym konturu C,
rozciagajacego sie od z1 = z(a) do zo = z(b).

Zakladajac, ze funkcja f(z(t)) jest odcinkami ciagla na przedziale a < ¢t < b,
definiujemy calke liniowa (wzdtuz konturu C) jako:

foyena= L1t
2 b
Uwaga: Dlugo$é konturu to L = / V14 (y)2de = / |2/ (¢)] dt
X1 a

Przyktad: Oblicz catke I = fC z*dz gdzie C jest prawa czeScia okregu |z| = 2.
2(0) =2, —T<HLT

/2 ] 2 , 2 /2 ] ]
I= / (2¢9)*(2¢%%)'dh = 4/ e ie?d0 = 4mi
—7/2 —m/2
L. N 9 . S, dz .
Poniewaz zz* = |z]? =4 wiec widad, ze — = mi.
c ?
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Calkowanie funkcji zespolonych po konturze

Twierdzenie: Niech w(t) bedzie odcinkami ciagla funkcja o wartosciach

/abw(t)dt < /ab|w(t)dt

Dowdd: Twierdzenie jest w oczywisty sposob prawdziwe gdy caltka po lewej
stronie jest réwna zero. Zalézmy wigc, ze jest rézna od zera liczba zespolona:

b b b
/w(t)dt:roeieo = 1 :/ e_ieow(t)dt:Re/ e oy (t)dt =

b b b
_ / Rele~®w()]dt < / =00y ()| dt = / lo(t)|dt

Twierdzenie: Niech C' oznacza kontur o diugosci L oraz zaldézmy, ze funkcja
f(2) jest odcinkami ciagla na C. Jesli M jest stalad taka, ze |f(z)] < M dla
wszystkich punktéw z na konturze C, wtedy | [, f(z)dz| < ML.

zespolonych okreslong na przedziale a < t < b, wtedy:

Dowdéd: Niech z(t), a <t < b bedzie parametryzacja konturu C, wtedy

/u (t)]dt =

/v W)W<M/p JJdt = ML

t)dt
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Osobliwosci funkcji zespolonych

Funkcja F'(z) ktéra nie spelnia warunkéw C-R w otoczeniu punktu zp, a wiec
nie jest w tym punkcie analityczna, méwimy ze ma w punkcie zy osobliwosc.

1 T =1y

wF(Z)=;=xQ—+y2
5F__ 1 __1 _iaF__. i B 1
or  (z+iy)? 22 oy (z+iy)?] 22

Warunki C-R sa spelnione na catej plaszczyznie zespolonej z wyjatkiem
punktu zg = 0, a wiec funkcja F(z) = 1/z ma osobliwo$¢ w tym punkcie.

Dla funkeji F(z) osobliwej w punkcie zp najczesciej istnieje pewna najmniejsza
d*F
nieujemna liczba k dla ktérej lim o= (patrz przyklady 2%/2, 1/z).
z—z0 dz
Osobliwo$é funkeji F(z) w punkcie zp nazywamy osobliwo$cia usuwalna jesli
istnieje dodatnia liczba rzeczywista p taka, ze

. dbF
lim (z — ZO)pW #+ 00

z—20

Gdy taka liczba p nie istnieje to osobliwos¢ nazywamy nieusuwalna.
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Osobliwosci usuwalne 1 nieusuwalne

Przykiad: Osobliwosé funkeji F(z) = 23/? w punkcie zyp = 0 jest usuwalna:

li d_2 3/2 _ § li —-1/2 _ 1 li k+1/2 d2+k 3/2 #
le)r(l)dz22 —4ZI£>I'%]Z = o0 ale ZI_I;I%)Z —dz2+kz o0

Przyklad: Funkcja F(z) = e'/* jest osobliwa w z = 0.

lin}] el = 00 dla z — 0 wzdluz dodatniej osi rzeczywistej

zZ—

lin% el/F =0 dla z — 0 wzdluz ujemnej osi rzeczywistej

z—

lin}] el/? = eFic dla z — 0 wzdluz ujemnej lub dodatniej osi urojonej
zZ—

a wiec funkcja e/ nie jest jednoznacznie okreslona w z = 0 i dlatego jest
osobliwa w z = (. Jest to osobliwos$¢ nieusuwalna, poniewaz nie istnieje potega
z ktoéra usunetaby te osobliwosé.

Uwaga: Tylko funkcje posiadajace usuwalne osobliwoéci sa catkowalne.

Istnieja dwa typy osobliwosci usuwalnych: bieguny oraz punkty rozgalezienia.
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Osobliwosci biegunowe

Definicja: Méwimy, ze funkcja F(z) posiada biegun rzedu N w punkcie zg jesli
lim F(z) = oo oraz R(z) = (z — 20)V F(2) jest analityczna w pewnym
zZ—2Z20

otoczeniu punktu zg oraz R(z9) = lim,_,, (2 — 20)V F(2) # 0 i skoficzona.

Gdy N =1, biegun nazywamy prostym, a warto$¢ R(zp) nosi nazwe residuum.

1
Przyklad: Funkcja F(z) = — ma biegun prosty w punkcie z = 0:
— z

1
R(0) = lir% z— =1 —skonczona i niezerowa w z = 0
z— z
i 1
Przyklad: Funkcja F(z) = w ma biegun trzeciego rzedu w z = 0:
— z
lin}] F(z) =0 lin}] 23F(2) =sin (1) # 0
. sin z . .

Przyklad: Funkcja F'(2) = —— ma biegun drugiego rzedu w z = 0:
— z

R(z) =2°F(z) =sinz = R(0)= lir% sinz =0

. . 2
. sin z 1 . sin z .z
sinzrz = RS = R(O):llm22—3:hm—=17é0
z z z—0 V4
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Twierdzenie Cauchy’ego o residuach

Chcemy obliczy¢ catke wzdhuz zamknietego konturu C,
z funkcji analitycznej (w obszarze w ktérym lezy kontur) c
F(2), ktéra ma biegun prosty w punkcie 2.

Calka wzdluz konturu C} jest rowna zero, poniewaz kontur
ten nie obejmuje bieguna:

?{ P(2)dz = / F(z)dz + / F(2)d + / F2)ds + / F(z)dz =0
Chy C )

out down Cin up

Domykamy kontur za pomoca konturu C;, wéwczas mamy:
fF(z)dz = %F(z)dz + ]{ F(z)dz=0
Cy Cq Cin

Zmieniamy kierunek obiegu konturu Cj, na przeciwny do
ruchu wskazéwek zegara (pdrwz):

%F(z)dz = j{ F(z)dz
C, C

in
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Twierdzenie Cauchy’ego o residuach

Ten sam rezultat mozna otrzymac inaczej. Poniewaz z
jest jedyna osobliwoscia funkeji F'(z) objeta konturem
Cin, wiec kontur ten mozna zdeformowaé do okregu o
$rodku w punkcie z = zp, nie zmieniajac przy tym
wartosci calki liczonej wzdtuz Cj,.

Poniewaz z = zg + pe'® = dz =ipe'®dp =i(z — z9)d¢
Po+2m
wiec %F(z)dz =1 / (z — 20)F(2)d¢
Cin %o

Przechodzac do okregu o infinitezymalnie malym promieniu oraz korzystajac z
definicji residuum, mamy:
¢o+2m

lim ¢ F(z)dz = / lim (z — 20)F(2)id¢ = 2miR(20)
p—0

Z—2Z20
Cin o)

A wigc ostatecznie mamy: %F(z)dz = 2miR(zp)
Ca
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Twierdzenie Cauchy’ego o residuach
e?sin z
(z — 2i)

Funkcja podcalkowa jest analityczna wszedzie
z wyjatkiem punktu zg = 24, wiec

Przyktad: Oblicz catke I = 7{ dz po zadanym konturze.

z=2i

]{ Z 2 42 = 2miR(2i) = —2me® sinh (2)

(z — 27)
Cy
e*sin z
—————dz =0
f{ (z—20)""
C2

Modyfikacja konturu catkowania nie wpltywa na wartosé calki o ile da sie go
zdeformowaé¢ w sposéb ciagly nie przechodzac przez osobliwo$é.

A wigc catka po kwadracie jest réwna calce po okregu o promieniu r = 5,
a calka po tréjkacie jest réwna calce po okregu o promieniu r = 1.
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Twierdzenie Cauchy’ego o residuach

Twierdzenie Cauchy’ego w przypadku wigkszej liczby biegunéw prostych
Rozwazmy dwa bieguny zo i z{, wewnatrz konturu Cl:

Ca

]{ F(2)dz = % | F(z)dz + 0, F(2)dz = 2miR(20)+2miR(z()

Dla wigkszej liczby biegunéw prostych mamy:

N
fc F(z)dz = 2mi »  R(z)

k=1

Przyklad: Oblicz calke I = § € ———dz po zadanych konturach.

2+1

R(i) = i:n‘ll (Z—l)m = 2i =i
R(—i) = lim (z+1i L i g
R =T -

T At .
I, =2mi [e ° } I = 2miR(i) = e’
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Reprezentacja catkowa Cauchy’ego

Twierdzenie Cauchy’ego w przypadku biegunéw wyzszych rzedow
Jedli funkcja f(w) jest analityczna wewnatrz i na pewnym konturze, to funkcja

F(w) = (lfu(ivz) ma biegun prosty dla w = z, czyli

%F(w)dw = j{ (fﬂdw =2mi lim (w — 2) J(w) =2mif(z)
c c

w — 2) w—z (w—z)

Stad otrzymujemy reprezentacje catkowa Cauchy’ego funkcji analitycznej:

o) = o f

T omi ) (w—2)

Niech f(z) bedzie analityczna we wszystkich punktach z obszaru R. Wéwczas
istnieja pochodne:

af _ 1 fW) o a2 fw) d*f _ n! f(w)
dz ~ 2mi (w—2)2 dz2 27 (w—2)3 77 dzm T 27 (w — z)nt1

C c C

Powyzsza reprezentacja calkowa Cauchy’ego pochodnych jest réwniez stuszna
dla n = 0, czyli samej funkcji f(z).
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Reprezentacja catkowa Cauchy’ego

Reprezentacja catkowa Cauchy’ego pochodnej dostarcza metody obliczenia
calki w ktérej funkcja podcatkowa ma biegun dowolnego rzedu:

%ﬂdw =2 gy E) 2ME

(w — zp) Tt nl z—z dz»  nl

Przyktad: Oblicz catke I = % — 1>3dz wokél okregu o

. (2
promieniu 2 i sSrodku w poczatku ukladu. A‘.

Funkcja podcalkowa ma biegun trzeciego rzedu w z = 1:

ze? 2mi . d? .
$ Gt = g g ) = e

Calki z dwoma biegunami wyzszych rzedow:

_ 9(z) ;

gdzie g(z) jest analityczna we wszystkich punktach wewnatrz i na konturze C,
natomiast 21 i 25 leza wewnatrz konturu.

Wyktad 2
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Reprezentacja catkowa Cauchy’ego

Rozpatrujac oddzielnie czesci funkcji podcatkowej analityczne odpowiednio w
z1 1 29 otrzymujemy:

9(2) L
% (Z _ Zl)m+1(z . Z2)n+1d

c

1 m n
_o L d 9(2) LL1d 9(2)
mlde™ \ (2 —29)"t ) _. nldz™ \(z—21)" ) _

z

e

(z—1)223(z—2)
C

3/2 i érodku w poczatku ukladu.

eZ
7{ (z—1)223(2 — 2)dz B
c

Przyktad: Oblicz calke I = j{ dz wokét okregu o promieniu
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Szereg Taylora

Rozwazamy funkcje F'(z) analityczna we wszystkich punktach obszaru R oraz
punkt zg i kontur C' w postaci okregu o srodku w zy. Reprezentacja catkowa
Cauchy’ego w dowolnym punkcie z wewnatrz konturu ma postacé:

F(z) = L}{ F(w) dw N

2ri J (w— 2)

Niech A = z — zy, wéwczas:

1
F A)=— d
(2) = F(z0 + =5 }{ Ep— w
c

Korzystajac z sumy szeregu geometrycznego:

1 o0
) =14t+t24+..=> 1" <1
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Szereg Taylora

Funkcje F(z) mozna wiec zapisa¢ w postaci (tzw. rozwiniecie w szereg Taylora
wokol zo):

F)( Zo F™M(2)
F = n -\~ o n
2m f{ — 20)" dw Z A Z n! (2= 20)

n=0

L . . o F0)
Rozwiniecie MacLaurina (wokét zg = 0): g — %
n!
n=0

Uwaga: szereg Taylora jest zbiezny w kole o promieniu |z; — zg|, gdzie 21 jest
najblizsza osobliwoscia funkcji F(z).

Przyklad: Rozwiniecie w szereg Taylora funkcji F'(z) = wokél zyp = %

1
T
)T s X))

4) (1—z)ntt
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