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Szereg Laurenta
Przykład: Rozwinięcie w szereg Taylora funkcji F (z) = sin z

F (0) = sin z|z=0 = 0, F ′(0) = cos z|z=0 = 1, F ′′(0) = − sin z|z=0 = 0, ...

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− ... =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!

Uwaga: Funkcji, która ma osobliwość w punkcie z0 nie można
rozwinąć w szereg Taylora wokół tego punktu.

Niech ∆ = z − z0,

F (z) =
1

2πi

∮
C

F (w)
(w − z0 −∆)

dw =

=
1

2πi

[∮
Cout

F (w)
(w − z0 −∆)

dw −
∮
Cin

F (w)
(w − z0 −∆)

dw

]
1

(w − z0 −∆)
=

1
(w − z0)

1(
1− ∆

(w−z0)

) =
∞∑
n=0

∆n

(w − z0)n+1

1
(w − z0 −∆)

= − 1
∆

1(
1− (w−z0)

∆

) = −
∞∑
n=0

(w − z0)n

∆n+1
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Szereg Laurenta
Reprezentacja całkowa funkcji F (z) przyjmuje postać:

F (z) =
1

2πi

[
∞∑
n=0

∆n
∮
Cout

F (w)
(w − z0)n+1 dw +

∞∑
n=0

1
∆n+1

∮
Cin

F (w)(w − z0)ndw

]

=
1

2πi

[
∞∑
n=0

∆n
∮
Cout

F (w)
(w − z0)n+1 dw +

−1∑
n=−∞

∆n
∮
Cin

F (w)
(w − z0)n+1 dw

]

=
1

2πi

∞∑
n=−∞

∆n
∮
Cout

F (w)
(w − z0)n+1 dw

Otrzymujemy rozwinięcie w szereg Laurenta funkcji osobliwej w z0:

F (z) =
∞∑

n=−∞
an(z0)(z − z0)n gdzie an(z0) ≡

1
2πi

∮
C

F (w)
(w − z0)n+1

dw

Dla funkcji analitycznej w całym obszarze ograniczonym konturem C mamy:

an(z0) ≡ 1
2πi

∮
C

F (w)(w − z0)|n|−1dw = 0, dla n ¬ −1

an(z0) ≡ 1
2πi

∮
C

F (w)
(w − z0)n+1 dw =

F (n)(z0)
n!

, dla n ­ 0 - czyli szereg Taylora
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Szereg Laurenta dla funkcji z biegunem rzędu M
Niech funkcja F (w) ma biegun rzędu M . Dla L ­ 1 mamy:

a−(M+L)(z0) ≡
1

2πi

∮
C

F (w)(w − z0)M+L−1dw = 0

Ponieważ czynnik (w− z0)M+L−1 usuwa osobliwość funkcji F (w), więc funkcja
podcałkowa jest analityczna wewnątrz i na konturze C, i stąd:

a−(M+1)(z0) = a−(M+2)(z0) = ... = 0

a szereg Laurenta funkcji posiadającej biegun rzędu M ma postać:

F (z) =
a−M (z0)

(w − z0)M
+
a−(M−1)(z0)
(w − z0)M−1

+ ...+
a−1(z0)
(w − z0)

+

+a0(z0) + a1(z0)(z − z0) + a2(z0)(z − z0)2 + ...

Przykład: Rozwinięcie w szereg Laurenta funkcji F (z) = zne1/z

zne1/z =
∞∑
k=0

zn−k

k!
=

n∑
l=−∞

zl

(n− l)!
=

= ...+
z−2

(n+ 2)!
+

z−1

(n+ 1)!
+ ...+

zn−2

2!
+
zn−1

1!
+ zn
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Szereg Laurenta dla funkcji z biegunem rzędu M

Przykład: Rozwinięcie w szereg Laurenta funkcji F (z) =
sin z
zn

można

otrzymać wykorzystując rozwinięcie funkcji sinus w szereg MacLaurina:

sin z
zn

=
∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1−n

(2k + 1)!
=


∞∑

m=−n2
(−1)m+

n
2 z2m+1

(2m+1+n)! n parzyste

∞∑
m=− 12 (n−1)

(−1)m+
(n−1)
2 z2m

(2m+n)! n nieparzyste

Przykład: Funkcja f(z) =
1

(z − i)2
jest podana od razu w postaci szeregu

Laurenta wokół z0 = i, czyli

1
(z − i)2

=
∞∑

n=−∞
cn(z − i)n, 0 < |z − i| <∞

gdzie c-2 = 1, a pozostałe współczynniki są równe zero.
Dodatkowo widać, że

cn ≡
1

2πi

∮
C

f(z) dz
(z − z0)n+1

=
1

2πi

∮
C

dz
(z − i)n+3

⇒
∮
C

dz
(z − i)n+3

=
{

2πi, n = -2
0, n 6= -2
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Mnożenie szeregów potęgowych
Niech funkcje f(z) oraz g(z) będą analityczne w obszarze |z − z0| < R, a więc
mają rozwinięcia w szereg Taylora zbieżne w okręgu z − z0 = R. Wówczas ich
iloczyn f(z) · g(z) jest również funkcją analityczną w obszarze |z − z0| < R i
ma rozwinięcie w szereg Taylora:

f(z)g(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n

gdzie współczynniki cn mają postać:

cn =
[f(z0)g(z0)](n)

n!
=

n∑
k=0

f (k)(z0)
k!

· g
(n−k)(z0)
(n− k)!

=
n∑
k=0

akbn−k

Przykład:
ez

1 + z
=
(

1 + z +
1
2
z2 +

1
6
z3 + ...

)
(1− z + z2 − z3 + ...)

1 + z + 1
2z
2 + 1

6z
3 + ...

− z − z2 − 12z
3 − 16z

4 − ...
z2 + z3 + 1

2z
4 + 1

6z
5 + ...

− z3 − z4 − 12z
5 − 16z

6 − ...

A więc:
ez

1 + z
= 1 +

1
2
z2 − 1

3
z3 + ... (|z| < 1)
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Dzielenie szeregów potęgowych

Niech funkcje f(z) oraz g(z) mają rozwinięcia w szereg Taylora w pewnym
obszarze |z − z0| < R oraz niech g(z) 6= 0 w tym obszarze. Wówczas f(z)/g(z)
jest analityczna w obszarze |z − z0| < R i ma rozwinięcie w szereg Taylora.

Przykład:

f(z) =
1

z2 sinh z
=

1
z2(z + z3/3! + z5/5! + ...)

=
1
z3

(
1

1 + z2/3! + z4/5! + ...

)
1− 13!z

2 +
[
1
(3!)2 −

1
5!

]
z4 + ...

1 + 1
3!z
2 + 1

5!z
4 + ... | 1

(−) 1 + 1
3!z
2 + 1

5!z
4 + ...

− 13!z
2 − 15!z

4 + ...

(−) − 13!z
2 − 1

(3!)2 z
4 + ...[

1
(3!)2 −

1
5!

]
z4 + ...

(−)
[
1
(3!)2 −

1
5!

]
z4 + ...
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Całka po konturze z funkcji posiadającej biegun rzędu M
Niech jedyną osobliwością funkcji F (z) będzie biegun rzędu M , wówczas

F (z) =
M∑
k=1

a−k(z0)
(z − z0)k

+ ΦA(z), gdzie ΦA(z) ≡
∞∑
k=0

ak(z − z0)k

Ponieważ ΦA(z) jest analityczna w całym obszarze, więc całka z funkcji F (z)
po konturze zamkniętym jest równa∮
C

F (z)dz =
M∑
k=1

a−k(z0)
∮
C

dz
(z − z0)k

+
∮
C

ΦA(z)dz =
M∑
k=1

a−k(z0)
∮
C

dz
(z − z0)k

Wybierając kontur w postaci okręgu o promieniu ρ i środku z0 mamy∮
C

dz
(z − z0)k

=

φ0+2π∫
φ0

iρeiφ

ρkeikφ
dφ = iρ−(k−1)

φ0+2π∫
φ0

e−i(k−1)φdφ

Dla k 6= 1 wartość całki jest równa zero, natomiast dla k = 1 mamy∮
C

dz
(z − z0)

= i

φ0+2π∫
φ0

dφ = 2πi ⇒
∮
C

F (z)dz = 2πia−1(z0)

M. Przybycień (WFiIS AGH) Matematyczne Metody Fizyki II Wykład 3 8 / 16



Residuum
Dla bieguna prostego (M = 1) mamy

F (z) =
a−1(z0)
(z − z0)

+ ΦA(z) ⇒ R(z0) = lim
z→z0

(z − z0)F (z) = a−1(z0)

a−1(z0) nazywamy residuum bieguna dowolnego rzędu.

Metody znajdowania residuum:
¶ współczynnik w rozwinięciu w szereg Laurenta w wyrazie 1/(z − z0)
· metoda pochodnej:

(z − z0)MF (z) = a−M (z0) + a−(M−1)(z0)(z − z0) + ...+ a−1(z0)(z − z0)M−1+
+(z − z0)MΦA(z)

a−1(z0) =
1

(M − 1)!
lim
z→z0

dM−1

dzM−1
[
(z − z0)MF (z)

]
Niech funkcja F (z) posiada biegun rzędu M , wówczas∮

C

F (z)dz =
∮
C

G(z)
(z − z0)M

dz =
2πi

(M − 1)!
dM−1G(z)

dzM−1

∣∣∣∣
z=z0

=

=
2πi

(M − 1)!
dM−1

dzM−1
[
(z − z0)MF (z)

]
z=z0

= 2πia−1(z0)
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Metody znajdowania residuum
W ogólnym przypadku wielu biegunów różnych rzędów mamy:∮

C

G(z)
(z − z0)M (z − z1)N ...(z − zl)P

dz = 2πi
l∑

k=0

a−1(zk)

gdzie residuum każdego z biegunów zawiera pochodną części funkcji
podcałkowej analitycznej w tym biegunie, np.:

a−1(z0) =
1

(M − 1)!
dM−1

dzM−1

[
G(z)

(z − z1)N ...(z − zl)P

]
z=z0

¸ metodę stosunku stosujemy gdy funkcję posiadającą biegun rzędu M można
przedstawić w postaci stosunku funkcji analitycznych F (z) = P (z)/Q(z).
Dowolną funkcję R(z) analityczną w z0 i spełniającą warunki

R(z0) = R′(z0) = ... = R(M−1)(z0) = 0, oraz R(M)(z0) 6= 0

można zapisać w postaci szeregu Taylora:

R(z) =
R(M)(z0)

M !
(z − z0)M +O

[
(z − z0)M+1

]
gdzie O [(z − z0)q] ≡

∞∑
m=0

cm(z − z0)q+m
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Metody znajdowania residuum
Biegun prosty funkcji F (z) wynika z zera rzędu M funkcji P (z) oraz zera
rzędu (M + 1) funkcji Q(z) w z0:

F (z) =
P (M)(z0)

M ! (z − z0)M +O
[
(z − z0)M+1

]
Q(M+1)(z0)
(M+1)! (z − z0)M+1 +O [(z − z0)M+2]

Dla takiej funkcji mamy: a−1(z0) = lim
z→z0

[(z − z0)F (z)] = (M + 1)
P (M)(z0)
Q(M+1)(z0)

Przykład: Dla P (z0) 6= 0, Q(z0) = 0 oraz Q′(z0) 6= 0 (biegun prosty, M = 0):

a−1(z0) = lim
z→z0

(z − z0)
[

P (z0) +O [(z − z0)]
Q′(z0)(z − z0) +O [(z − z0)2]

]
=

P (z0)
Q′(z0)

Biegun drugiego rzędu funkcji F (z) wynika z zera rzędu M funkcji P (z) oraz
zera rzędu (M + 2) funkcji Q(z) w z0. Można pokazać, że wówczas mamy:

a−1(z0) = lim
z→z0

d
dz

[
(z − z0)2F (z)

]
=

=
M + 2
M + 3

[
(M + 3)P (M+1)(z0)Q(M+2)(z0)− (M + 1)P (M)(z0)Q(M+3)(z0)

(Q(M+2)(z0))2

]
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Metody znajdowania residuum
Metodę stosunku można zastosować również w przypadku funkcji, która da się
zapisać w postaci stosunku dwóch funkcji z biegunami F (z) = R(z)/S(z):

P (z) ≡ (z − z0)M+NR(z) Q(z) ≡ (z − z0)M+NS(z)

R(z) =
∞∑

k=−(M+N)

rk(z − z0)k S(z) =
∞∑

k=−M

sk(z − z0)k

Rozwinięcia w szereg Taylora mają postać:

P (z) = r−(M+N)(z0) + r−(M+N−1)(z0)(z − z0) + ...

Q(z) = s−M (z0)(z − z0)N + s−(M−1)(z0)(z − z0)N+1 + ...

Jeśli funkcja F (z) posiada biegun prosty, wówczas N = 1 oraz

a−1(z0) =
P (z0)
Q′(z0)

=
r−(M+1)(z0)
s−M (z0)

W przypadku bieguna rzędu drugiego, residuum ma postać:

a−1(z0) =
r−(M+1)(z0)s−M (z0)− r−(M+2)(z0)s−(M−1)(z0)

[s−M (z0)]
2
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Metody znajdowania residuum

Przykład: Znajdź residuum funkcji F (z) =
ez

z(z + 2)2

¶ metoda rozwinięcia w szereg Laurenta:
Rozwijamy w szereg MacLaurina (z0 = 0) funkcje ez oraz 1

(z+2)2 :

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+ ...

1
(z + 2)2 =

1
4

[(
1 +

z

2

)−1
]2

=
1
4

(
1− z +

3
4
z2 − ...

)
=

1
4

∞∑
m=0

(−1)m(m+ 1)
(
z

2

)m
ez

z(z + 2)2 =
1
4z

(
1 + z +

z2

2!
+ ...

)(
1− z +

3
4
z2 − ...

)
=

1
4z

+
z

16
+ ...

Widać więc, że a−1(0) = 1
4

Rozwijamy w szereg Laurenta wokół z0 = −2:

ez = e−2
∞∑
n=0

(z + 2)n

n!
= e−2

(
1 + (z + 2) +

(z + 2)2

2!
+ ...

)
1
z

= −1
2

(
1

1− 1
2 (z + 2)

)
= −

∞∑
m=0

(z + 2)m

2m+1 = −1
2
− (z + 2)

4
− (z + 2)2

8
− (z + 2)3

16
− ...
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Metody znajdowania residuum
ez

z(z + 2)2
= −1

2
e−2

[
1

(z + 2)2
+

3
2

1
(z + 2)

+
5
4

+ ...

]
Widać więc, że a−1(−2) = − 34e

−2

· metoda pochodnych:

a−1(0) = lim
z→0

[
z

ez

z(z + 2)2

]
=

1
4

a−1(−2) =
1
1!

lim
z→−2

d
dz

[
(z + 2)2

ez

z(z + 2)2

]
= −3

4
e−2

¸ metoda stosunku:
W przypadku bieguna z = 0 mamy:

P (z) = ez, Q(z) = z(z + 2)2 ⇒ a−1(0) =
P (0)
Q′(0)

=
1
4

W przypadku bieguna z = −2 mamy:

a−1(z0) =
2
3

[
3P ′(−2)Q′′(−2)− P (−2)Q(3)(−2)

(Q′′(−2))2

]
= −3

4
e−2
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Residuum w nieskończoności
Niech funkcja f(z) będzie analityczna na płaszczyźnie
zespolonej, z wyjątkiem skończonej liczby punktów
osobliwych leżących wewnątrz konturu C, który w całości
leży wewnątrz okręgu |z| = R1. Funkcja f(z) jest więc
analityczna w całym obszarze R1 < |z| <∞, a punkt w
nieskończoności nazywamy izolowanym punktem
osobliwym.

Then, since 2 is already a Laurent series when 0 1 and since 3 1
is a Laurent series when 0 1 1 it follows that

5 2
1 2 2 2 3 10

Suppose that a function is analytic throughout the nite plane except for a nite
number of singular points interior to a positively oriented simple closed contour .
Next, let 1 denote a positive number which is large enough that lies inside the
circle 1 (see Fig. 89). The function is evidently analytic throughout the
domain 1 and, as already mentioned at the end of Sec. 68, the point at
in nity is then said to be an isolated singular point of .

x

C0

C

R0R1O

y

Now let 0 denote a circle 0, oriented in the direction, where
0 1. The is de ned by means of the equation

0
2 Res(1)

Note that the circle 0 keeps the point at in nity on the left, just as the singular
point in the nite plane is on the left in equation (3), Sec. 69. Since is analytic
throughout the closed region bounded by and 0, the principle of deformation of
paths (Sec. 49) tells us that

0 0

Niech kontur C0 oznacza okrąg |z| = R0 gdzie R0 > R1 zorientowany zzrwz.
Residuum funkcji f(z) w nieskończoności definiujemy jako:∫

C0

f(z)dz = 2πi Res
z=∞

f(z)

Funkcja f(z) jest analityczna w obszarze pomiędzy konturami C i C0, stąd:∮
C

f(z)dz =
∮
−C0

f(z)dz = −
∮
C0

f(z)dz = −2πi Res
z=∞

f(z)

Rozwijamy funkcję f(z) w szereg Laurenta w obszarze (R1 < |z| <∞):

f(z) =
∞∑

n=−∞
cnz

n, cn =
1

2πi

∮
−C0

f(z)dz
zn+1

⇒ c−1 =
1

2πi

∮
−C0

f(z)dz
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Residuum w nieskończoności
Zastępując z przez 1/z oraz mnożąc przez 1/z2 mamy (0 < |z| < 1/R1):

1
z2
f

(
1
z

)
=

∞∑
n=−∞

cn
zn+2

=
∞∑

n=−∞

cn−2
zn

, ⇒ c−1 = Res
z=0

[
1
z2
f

(
1
z

)]
Mamy więc∮

C0

f(z)dz = −2πiRes
z=0

[
1
z2
f

(
1
z

)]
⇒ Res

z=∞
f(z) = −Res

z=0

[
1
z2
f

(
1
z

)]
Twierdzenie: Jeśli funkcja f(z) jest analityczna wszędzie na płaszczyźnie
zespolonej z wyjątkiem skończonej liczby punktów osobliwych leżących
wewnątrz konturu C, wtedy:∮

C

f(z)dz = 2πi Res
z=0

[
1
z2
f

(
1
z

)]
Przykład: Oblicz całkę z funkcji f(z) = 5z−2

z(z−1) wzdłuż okręgu |z| = 2.

1
z2
f

(
1
z

)
=

5− 2z
z(1− z)

=
5− 2z
z
· 1
1− z

=
(

5
z
− 2
)

(1+z+z2+...) =
5
z

+3+3z+...

A więc
∮
C
f(z)dz = 2πi(5) = 10πi
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