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Szereg Laurenta

Przyklad: Rozwinigcie w szereg Taylora funkcji F'(z) = sin z
F(0)=sinz|,_,=0, F'(0)= cosz|z_0 =1, F"(0)= —sinz|_,=0,..
3 2n+1

z
smz—z—g—i———. —Z 2n—|—1)

Uwaga: Funkcji, ktéra ma osobliwosé¢ w punk01e Zp nie mozna
rozwinaé¢ w szereg Taylora wokoét tego punktu.

Niech A = z — z,
_ 1 F(w) _
F(z) = 7€ w dw =

21 — 20— A)
_ 1 F(w) F(w)
T omi [j{out (w—zo—A)dw_%Cm (w—zo—A)dw]
1 1 1 w A"
(w—20—A)  (w—2) (1_ (wfz )) _;) (w — z9)+1

1 _ 1 1 L (w — 20)
(w—20—4) A1 Lz)y 2 Antl
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Szereg Laurenta

Reprezentacja catkowa funkeji F'(z) przyjmuje postaé:

_ o An F(w) 1 "
F(Z) - a8 ZOA %cout de-F ZO W fc F(w)(w Zo) dw‘|
1IN An n
T om ZA n+1d“’+ Z A _ n+1dw
= Cout ( n=—oo
1 n
=5 _Z A COM — n+1dw

Otrzymujemy rozwiniecie w szereg Laurenta funkcji osobliwej w zg:

> 1 F(w)
F(z)= an(20)(z — 20)" dzie a,(20) = — ¢ ————dw
= 3 anleole =) wdie an(an) = 5 f T
n=—oo c
Dla funkcji analitycznej w calym obszarze ograniczonym konturem C mamy:
1
n = - F — Inl—1 = 1 < -1
an(zo0) ami 1, (w)(w — zo0) dw =0, dla n<
(n)
an(z0) = 2im f‘(:j))n-&-l dw = F nf'ZO), dla n >0 - czyli szereg Taylora
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Szereg Laurenta dla funkcji z biegunem rzedu M

Niech funkcja F'(w) ma biegun rzedu M. Dla L > 1 mamy:

1

a—+r)(20) = Q—MfF(w)(w — 20)MH L 1qw = 0

C
Poniewaz czynnik (w — z9)M £~ usuwa osobliwosé funkcji F(w), wigc funkcja

podcatkowa jest analityczna wewnatrz i na konturze C, i stad:

a_(M+1)(zo) = a_(M+2)(Zo) =..=0

a szereg Laurenta funkcji posiadajacej biegun rzedu M ma postac:

Flz) = a_n(z0)  a—r—1)(20) oy a—1(20)
(w—=2)™ "~ (w—z)M! (w = 20)
+ao(20) + a1(20)(z — 20) + az(20)(z — 20) + ...
Przyklad: Rozwiniecie w szereg Laurenta funkcji F(z) = z"e!/?
n.1/z — 2" F = 2
2nel/? = ,;) T l;m =11 =
_ 52 L1 =2 n—l o

R Thaa

nt2)! D) STRRET
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Szereg Laurenta dla funkcji z biegunem rzedu M

sin z

Przyklad: Rozwinigcie w szereg Laurenta funkcji F(z) = mozna

otrzymaé¢ wykorzystujac rozwiniecie funkcji sinus w szereg MacLaurina:

z L2m+1
sing & 2kt1n X D™ iy n parzyste
_ m=—3
- oS n— m
Z0 Qk + 1) > (=™ e % n nieparzyste
m=—13(n—1)
1
Przyklad: Funkcja f(z) = W jest podana od razu w postaci szeregu
— z—1
Laurenta wokot zy = i, czyli
1 o0
m: Z Cn(Z—i)n, 0<|Z—Z|<OO
n=—oo

gdzie c.o = 1, a pozostale wspdélczynniki sa rowne zero.
Dodatkowo widaé, ze
_ L[ fEde 1 de f{ dz _{zm, n=-2

"Tomi [ (z—z0)"tt T 2mi [ (z—i)nt3 (z—d)nt3 10, n#-2
c c c
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Mnozenie szeregéw potegowych

Niech funkcje f(z) oraz g(z) beda analityczne w obszarze |z — zp| < R, a wigc
maja rozwiniecia w szereg Taylora zbiezne w okregu z — zg = R. Woéwczas ich
iloczyn f(z) - g(2) jest réwniez funkcja analityczna w obszarze |z — zo| < R i
ma rozwiniecie w szereg Taylora:

z) = Z en(z —20)"
=0

gdzie wspolczynniki ¢, maja¢ postac:

MR (n=k)(
Cp = [f(ZO Z f g ZO Zakbn 5

z
Przyklad: 1:z = <1+z+§z2+6z3+...> (l—z+22=-2%+.)

l+z+122+ 328+
2 13 1.4

—z— z—2z 525 — ..
2+ z +§z4+%z5+...
L P P B
. - Lo 13
A wiec 1+-z2—=z+.. (]2l <1

1+z 2 3
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Dzielenie szeregéw potegowych

Niech funkcje f(z) oraz g(z) maja rozwiniecia w szereg Taylora w pewnym
obszarze |z — zp| < R oraz niech g(z) # 0 w tym obszarze. Wéwczas f(z)/g(z)
jest analityczna w obszarze |z — zg| < R i ma rozwiniecie w szereg Taylora.

Przyktad:

- L 1 1 1
© 22sinhz 22(2 4+ 23/3! +25/51+..) 23 \ 1+ 22/31 4 24/5! + ...

1+422+ 424+ | 1

1.2 1.4
__'z __!z
1.2 1 4
(_) __'z — ( !)2Z _|_
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Catka po konturze z funkcji posiadajacej biegun rzedu M

Niech jedyna osobliwoscia funkcji F'(z) bedzie biegun rzedu M, woéwczas

M o)
F(z) = Z a-k(z0) +Da(2), gdzie Du(z)= Zak(z — 20)*
k=1 k=0

Poniewaz ® 4(z) jest analityczna w calym obszarze, wiec catka z funkeji F(z)
po konturze zamknietym jest réwna

j{cF(z)dz = éa_k(zo) j{c (z—d—zzo)k—’_fg O (2)dz = ia_k(zo)f Lk

1 ¢ (z—2)
Wybierajac kontur w postaci okregu o promieniu p i srodku zy mamy
d po+2m i po+27m
< _ tpe _ o —(k=1) / —i(k—1)¢
- = P de=ip ¢ e d
A = ¢
¢o $o
Dla k # 1 warto$¢ calki jest réwna zero, natomiast dla k& = 1 mamy
Po+2m
dz ) . ' .
—=i[d¢p=2m = F(z)dz = 2mia_1(20)
o (2= 20) ; c
0
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Residuum

Dla bieguna prostego (M = 1) mamy

?;—i(i?)m@ = R(z0) = lim (z = 20)F(z) = a_1(z0)

F(z) =
a—1(zp) nazywamy residuum bieguna dowolnego rzedu.
Metody znajdowania residuum:
@ wspdlezynnik w rozwinieciu w szereg Laurenta w wyrazie 1/(z — 2p)

® metoda pochodnej:
(z—20)MF(2) = a_pm(20) + a_m—-1)(20)(z = 20) + ... + a—1(20)(z — 20)M 1+
+(z — 20)M P 4(2)

1 N M
a-10) = Gy 2, g (e~ 20" P G)]

Niech funkcja F(z) posiada biegun rzedu M, wéwczas

B G(z) o 2m dMTIG(2) _
fi F(z)dz = ]{C (- zo)MdZ T M 1) At -

Z=Zz0

T M-1
ﬁ% [(Z - ZO)MF(Z)]ZZZO = 2mia_1(20)
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Metody znajdowania residuum

W ogélnym przypadku wielu biegunéw réznych rzedéw mamy:

G(:) S
fc (Z _ ZO)M(Z _ ZI)N(Z — Zl)sz = 27TZkZ=0a,1(Zk)

gdzie residuum kazdego z biegunéw zawiera pochodng czesci funkceji
podcatkowej analitycznej w tym biegunie, np.:

1 aM-t G(2)
M —1)! dzM-1 [(z —z2)Vo (2 - Zl)P} 2=z

® metode stosunku stosujemy gdy funkcje posiadajaca biegun rzedu M mozna
przedstawié w postaci stosunku funkeji analitycznych F(z) = P(z)/Q(z2).

a,l(zo) = (

Dowolng funkcje R(z) analityczna w zj i spelniajaca warunki

R(z) = R'(z) = ... = RM™Y(z) =0, oraz RM)(z) #0
mozna zapisa¢ w postaci szeregu Taylora:
B R(M)(zo)

z) = i (z — zO)M +0 [(z - zO)M+1]

gdzie O[(z—20)") = ) cm(z —20)"""
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Metody znajdowania residuum

Biegun prosty funkcji F'(z) wynika z zera rzedu M funkeji P(z) oraz zera
rzedu (M + 1) funkcji Q(2) w zo:

F(Z) _ %(z - ZU)M +0 [(z - ZU)M+1]

ARl (o )M 4 O(z — )M

Dla takiej funkcji ma (20) = lim [(2 = 20)F(2)] = (M + 1) Lo (20)
1 uIn. 1 Imamy: a_i |2 = 1l1m Z — Z Z) = -
2| J y 1(%0 vt 0 Q(M+1)(z0)

Przyklad: Dla P(zp) # 0, Q(z0) = 0 oraz Q’(20) # 0 (biegun prosty, M = 0):
P(z0) + O1(z = 20)] ] _ P(=)
20)(z — 20) + O[(z — 20)?] Q' (20)

Biegun drugiego rzedu funkcji F(z) wynika z zera rzedu M funkcji P(z) oraz
zera rzedu (M + 2) funkeji Q(z) w z9. Mozna pokazaé, ze wéwczas mamy:

zZ—20

a—1(z0) = lim (2 — 2p) [Q’(

a-1(z0) = lim % [(z—zo)2F(z)] =

z—20

_ M+2 [(M +3) P (20) QM) (20) — (M + 1)P‘M)(Zo)Q‘M+3)(zo)]
T M+3 (QM+2) ()2
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Metody znajdowania residuum

Metode stosunku mozna zastosowaé rowniez w przypadku funkeji, ktéra da sie
zapisaé w postaci stosunku dwoch funkcji z biegunami F(z) = R(z)/S(z):

P(z) = (2 = 20)""V R(2) Q(2) = (2 — 20)M*8(2)
R(z) = Z re(z — 20)F S(z) = Z sp(z — 20)*
k=—(M+N) k=—M

Rozwiniecia w szereg Taylora maja postac:
P(Z) = r—(M—i—N)(ZO) -+ r—(M—i—N—l) (Zo)(z — Zo) + ...
Q(z) = s—m(z0)(z — 20)N + s_(m—1)(20)(z — ) A

Jesli funkcja F'(z) posiada biegun prosty, wéwczas N = 1 oraz

P _
a-1(z0) = ,(ZO) _ T-rin)(%)
Q' (20) s (20)
W przypadku bieguna rzedu drugiego, residuum ma postacé:
741y (20)S—m(20) — 7 (mr42) (20)S— (mr—1)(20)
a_l(zo) =

[S—M(Zo)]2
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Metody znajdowania residuum

z

e
Przyktad: Znajdz residuum funkcji F(z) = ——
rzy. Jaz ) ( ) Z(Z+2)2
® metoda rozwiniecia w szereg Laurenta:
Rozwijamy w szereg MacLaurina (z9 = 0) funkcje e* oraz ﬁ:
. = " _1 2>
€ = m =1+z+ ? +
n=0
11 2\ ! 1 3 4 1 m
s [(”5) } P ) = e

z

Widaé wiec, ze a_1(0) = 1

e——i 1+Z+Z_2+ (1—Z+§Z2— )—i+i+
2(z+2)2 4z 20 4 )T 42160 T

1
Rozwijamy w szereg Laurenta wokél zyp = —2:
Y S I CR ) L (z+2)?
n=0
11 1 Z(z-l—? 1 (242 (2+2)* (2+2)°
z  2\1-1 z+2 om+l T 9 4 8
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Metody znajdowania residuum

® metoda pochodnych:

a_1(0) = lim [zz(e—] _1

z—0 z+ 2)2 4
1 d e? 3
_1(-2) = = lim — 2| = —"e?
a-1(=2) T dz [(Z +2) z(z 4+ 2)2] 1°
® metoda stosunku:
W przypadku bieguna z = 0 mamy:
. P(0 1
P(Z) =€, Q(Z) = Z(Z + 2)2 = a—l(o) = Q'((O)) = Z

W przypadku bieguna z = —2 mamy:
8P'(~2)Q"(~2) - P(—2)Q<3)(—2)] 3,2

2
tl) =g Q'(~2))?
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Residuum w nieskonczonosci

Niech funkcja f(z) bedzie analityczna na plaszczyznie y
zespolonej, z wyjatkiem skoniczonej liczby punktéw
osobliwych lezacych wewnatrz konturu C, ktéry w calosci
lezy wewnatrz okregu |z| = Ry. Funkcja f(z) jest wiec
analityczna w calym obszarze Ry < |z| < 00, a punkt w
nieskonczonosci nazywamy izolowanym punktem
osobliwym.

Niech kontur Cj oznacza okrag |z| = Ry gdzie Ry > Ry zorientowany zzrwz.
Residuum funkeji f(z) w nieskoficzonosci definiujemy jako:

f(z)dz = 2mi Res f(2)

Co

Funkcja f(z) jest analityczna w obszarze pomiedzy konturami C i Cp, stad:
j{ f(z)dz = f(z)dz f(z)dz = —2mi Res f(z)
—Co Co 2=00

Rozwijamy funkcje f(z) w szereg Laurenta w obszarze (Ry < |z| < 00):

= 1 d 1
Z anna Cn = 5 fi:z-lz = C-1= 5 f(Z)dZ

= 2mi J_¢, 2mi J_¢,
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Residuum w nieskonczonosci

Zastepujac z przez 1/z oraz mnozac przez 1/z? mamy (0 < |z| < 1/R;):

oo oo

1 1 n o 1 1
§f<;): Z zs+2: Z cznz’ - 1—R_es |:22f<_):|

z
n=-—oo n=-—oo

Mamy wiec
) s = amites | 57 (5)] = Res )= —Res |57 (3)]

Twierdzenie: Jedli funkcja f(z) jest analityczna wszedzie na plaszczyznie
zespolonej z wyjatkiem skonczonej liczby punktéw osobliwych lezacych
wewnatrz konturu C, wtedy:

fg F(2)dz = 2mi Res lef (lﬂ

Przyklad: Oblicz caltke z funkeji f(z) = fé ?) wzdluz okregu |z] = 2.

1 1 5 —2z 5—2z 1 5 5
—f(=)= = : =(=-2) 24..) = —+34+3z+...
z2f(z) z2(1—2) z l1-—z <z )( Fetat) z+ ot

A wiee ¢ f(z)dz = 27i(5) = 107i

bycienr (WFilS AGH) Matematyczne Metody Fizyki IT



