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Rachunek residuéw w obliczaniu catek

Wykorzystanie twierdzenia Cauchy’ego do obliczenia catki I, = / F(x)dz

—0o0

Kontur domykamy od géry lub od dotu: c i

z)dz = F(x)d 1 F(z)dz = £27i _
7{& z= / a+ lim e (2)dz mZa 1(2z)

Obliczamy caltke wzdluz jednego z pétokregdw: tj
z=Re" dz=iRed¢ G

F(z)dz= lim [ F(z)dz = lim i / RF(Re?)e'®d¢p ~ Jim RF(R)
— 00 C;

Cioo

/ F(2)dz = lim [ F(z)dz= lim i RF(Re’¢) e ~ Jim RF(R)

oo R—oo Jor R—oo Jor

A wige jesli B}im RF(R)=0 to

lim F(z)dz = /OO F(z)dx = :l:2m'Za_1(zi)

R—o0 C}j{f —o0
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Obliczanie calek

Przyktad: Oblicz catke I = / 1522 korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego.

Domykamy kontur w gérnej (lub dolnej) péiplaszezyznie:

f’ dz _/°° dz +/ dz / =
1+22_ C

oo 1422 + 1+ 22 =i

o0

Catka po gornym poétokregu dla R — oo znika:

dz 1 ; -
. BT S =i _ [en
A Jo T T Ay 7S TO0

0

(analogicznie mozna pokazaé, ze znika calka po dolnym pé6lokregu)

& o dy 2mia_1(+i) = 2rilim [(z = i) =y | = 7
%1—%,22 _/;oo 1422 —2mia_1(—i) = 2mi lim [(z—i—z)m =7
Uwaga: Ta calke mozna tez obliczy¢ przez podstawienie x = tg ¢:

*©  dz /2 sec? ¢
I = _— = —d =
/_ool+m2 /ﬂ/2(1+tg2¢) o=
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Obliczanie catek typu Fouriera

Chcemy obliczy¢ catke typu Fouriera: I = / f(x)eT*edz, gdzie k > 0.

Aby skorzystaé z tw. Cauchy’ego domykamy kontur w jednej z péiplaszczyzn
(zaleznie od znaku wykladnika: C; dla e?** oraz C_ dla e~*%):

(o)
f(z)eikzdz:/ f(z)exp™® dz + lim / f(z)e*=dz
Ca —o0 R—oo Joik

Opisujac kontur przez z = Re'® = R(cos ¢ + isin ) mamy
$2

lim (2)e**dz = lim f (Re™) cikReosdo=Rsind; paid g
R—oo C}j{: R—o0 1

T
_ ZRhH;O Rf (Rez¢) eszcos¢efkR| sin¢>|ez¢d¢
- 0

Powyzsza catka dazy do zera dla R — oo gdy spelnione sa warunki:

Rlim Rf(R)e™*EIsindl — 0 oraz Rlim Rf(R)=0

Dla calki zawierajacej e~*** domykajac kontur od dotu mamy:
lim f(z)e"**dz =i lim Rf (Rei(b) iRl cos go—kRsindlgidqy — ()
R—oo [o— R—oo Jor
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Obliczanie catek typu Fouriera

Podsumowujac, dla k£ > 0 calke typu Fouriera mozna obliczy¢ korzystajac z
twierdzenia Cauchy’ego domykajac kontur w goérnej (e?*%) lub dolnej (e ")
polplaszczyinie:

o
f(z)et*=dz = / f(x)er*dy = +27mi Z a_1(zx)
Cy —00
oo 2ix

2

Przyklad: Uzasadnij, ze / dz = 2mia_q(+i) = me™

—oo (14 22)
Funkcja podcatkowa ma dwa bieguny +i. Domykamy kontur w gornej
pélptaszezyznie, a wiec obejmuje on tylko jeden biegun +i.

Wyrazajac eksponente poprzez funkcje trygonometryczne oraz poréwnujac
czesci rzeczywiste i urojone:

0 2ix oo [o ST

——dr = ———~dr 41 ————~dr =me”

e d cos (2x)d sin (2z) d 5
—oo (14 22) —oo (1 +22) —oo (14 22)

widagé, ze:

/ de =me~ 2 oraz / Mdm =0
o (1 +22) o (1+27)
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Obliczanie catek funkcji sinuséw i cosinuséw

2w

Calki postaci I = f(cosB,sin0)dl obliczamy korzystajac z tw. Cauchy’ego.
0

Stosujemy podstawienie z = e dz=izd#,

2,1
z=2¢"Y =cosO+isinfd = C.OSQ}ZHL gdzie az{?
sin 0 20 i

Poniewaz |z| = |e?| = 1 oraz 0 € [0, 27] wiec konturem po ktérym przebiega
catkowanie jest okrag |z| = 1:

2m .
-1, -1\ 1 bieguny

/f(cos 0,sin0)do = j{ f (Z +22 , z 2% > —dz = 2mi E a_1q (wewnqtrz

, 7 12 |Z| -1

|z=1

Przyktad: Oblicz catke:

2m
do 1 dz -
/0 (10 + 6sinb) 3?{2_1 (2 + 2)(= + 3i) mia_1(—i/3) 1
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Wartos¢ gtéwna catki w sensie Cauchy’ego

Rozwazmy calke postaci I = / f

— 00 (.’1? — .’IJ()
gdzie funkcja f(z) moze mieé bieguny jedynie

poza osig rzeczywista.

Istnieja dwa sposoby ominiecia bieguna na osi rzeczyw1stej. Dla konturu ~.:

To—p %)
O I B (O N A (R A (O R
f (e —20) " _é(x—mo)d _:[(z—mo)d J;O[p(m_xo)d 2mi ) aa(z+)

gdzie > a_1(z4) oznacza sume residuéw f(z) w gérnej péiplaszczyznie oraz
zakltadamy, ze catka po nieskonczonym okregu C'y znika.
Dla punktéw na v, zachodzi z = xg + pei¢ wiec:

. f( f Zo + pe i
iy [ e m [ ipeas = [ oyias = —infia)

Wartosé gléwna catki I w sensie Cauchy ego jest zdefiniowana jako:

r f(z) o f(z) 7 f(z)
P/mdngl‘r’% /(l'_x())dz+/(x—x())dx _27”20 Z+ +77Tf(10)

—00 —0o0 zo+p
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Wartos¢ gtéwna catki w sensie Cauchy’ego

Calka po konturze C jest wigc réwna:

oo
f(z) / f(@) . .
————dz=P| ———dx — =2
}{ G — 20) z @ —a0) x —imf(xo) mZa_l(z+)
Cy —o00

Wartosé gléwna catki jednak nie zalezy od wyboru konturu, v4 lub y_,
wzdhiz ktérego omijamy osobliwo$é na osi .
Dla punktéw na v_ zachodzi z = x¢ + pe'?, wiec:

: f(2) P fwo + pe'?) o : .

1 ———dz=1 AT Tihei®deg = do =
pli%  (z—w0) z pli% F peid ipe'?de f(xo)idg = im f(xo)

T

Domykajac kontur C; w gérnej péiptaszezyznie tym razem obejmuje on
osobliwo$¢ w xg, wiec:

f(Z) B ©0 f((E) ot i o) = 20 Flx » o

Skad otrzymujemy, ze: P / Lx)
(z — 20)

— 00

dz = 27m'Za_1(z+) +im f(xo)
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Inne typy catek

Przyktad: Oblicz catke I:/ e =X+ § 3in2 Lein

Tro? sdx i

_ ez -L+ir

:o ( + ) z=-L+iy{ in2 }Z:Lﬂ‘y
ze

Rozwazmy catke I = ]{ —————dz oraz kontur w L oz=x w2 L
r (14 e2?)

-3in2

postaci prostokata.
Funkcja podcatkowa ma bieguny drugiego rzedu w:

1
e =1 = z=4ir/2,+i37/2,...= +i(n+ 5)71‘, n=0,1,2,..
Rozwazmy catke po konturze prostokatnym dla L — oo:
z L x T . L+1
L Yy
szdZ _ / g +/ (Lpiylet™ )
(14 e27) 1 (14 e2%) 0 (1+e2(THim)
—L . (z+im) 0 L . — L+iy
/ (z +im)e dr+ / (=L +iy)e iy
L (1 + e2(w+iw)) p (1 + e2(—L+z‘y))
Calki po pionowych krawedziach znikaja dla L — oo, np.:

L - L+iy )
(LM ~e 3 lim (L +iy)e 2k =0
L—oco (1 + eQ(L-{-iy)) L—oco

9 /14
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Inne typy catek

Dla L — oo mamy (korzystamy z e(*+17) = —e® oraz e2(*+i™) = ¢27):
z s xT < N xr
tm 2 ae e [ s [ e time” .
L=oo ] (14 %) (1+e%) (1+e%)
< CC < x >
=2 / x—d s / e—Zda: = 27ia, <E>
(1—|—e2$) (14 e?7) 2

Stosujac podstawienie w = e* oraz tw. Cauchy’ego obliczamy calke:

(oo} oo [ee]

/ e’ q / dw 1 / dw 1 9 1i d 1 71'
——dr= | ——s == | —= mi lim — ———— = —
(14 27)? Q+w?)? 2 ) T+w2)? 27 w—idw(w+i)? 4

5o 0 —0
. . T T+ 2%

Obliczamy residuum a_, ( 5 ) =3 , 1 ostatecznie mamy:

oo
/ o7
(1+ e2z 4
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Inne typy catek
Przyklad: Aby obliczy¢ catke [ etk=® 4z skorzystamy z calki I = ¢ etk .z
gdzie konturem I' caltkowania jest wycinek kota.

z=x(1+1) =R

/4

‘ 2=x

T: z=x, z=Re? 0<¢<n/4, z=ua(1+i)=xv2e"/4

/4 0

eikRze2i¢'iRei¢d¢+<1+i)/ e—2km2dx

oo

o0
. . 2 - 2 .
lim ¢ e** dz :/ e*" dz+ lim
0

R—oo —00 /o

Poniewaz

P2 20 2 p2
esz e — esz cos (2¢)e kR* sin (2¢)

= lim e *E"sn(20) — dla 0< ¢ < 7/4

R—o0

h 1 bl 1+14
—(1+14) / e 2 g = —(1414)= SN / e’ dg = RS
o 2\ 2k o

2 2k

Zapisujac eksponente w postaci trygonometrycznej widaé, ze:
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Funkcje wieloznaczne, punkty rozgatezienia

Punkty rozgalezienia to osobliwosci funkeji zespolonych zwiazane z ich
wieloznacznoscia.

Przyklad: Rozwazmy zachowanie funkcji f(z) = /z wzdluz nastepujacych
dwdéch okregéw obieganych pdrwz:

f(za) =1

f(zp) =e/*
fzo) =&/
f(zp) =¥/t
f(za) =€ = -1
f(za) =1

Funkcja f(z) = v/z nie posiada w z = 0 pochodnej co oznacza jej
niejednoznacznosé¢ wzdluz dowolnej drogi okrazajacej taki punkt.

Rzedem punktu rozgatezienia nazywamy liczbe owinie¢ konturu wokoét tego
punktu potrzebnych aby warto$¢ funkcji wrocita do wartosci poczatkowe;.

Funkcja f(z) = /2 jest funkcja dwuwartosciowa.

Przyklad: Funkcja Inz =1Inr + i jest funkcja nieskonczenie wieloznaczna.
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Linie rozgatezienia

> d
Przyktad: Oblicz catke / ng, wykorzystujac funkcje wieloznaczna.
0 z y

Potrzebujemy funkcji, ktéra ma:

(1) punkt rozgalezienia w z = 0,

(2) linie rozgalezienia ktéra mozna rozciagnaé do co wzdtuz osi z,

(3) oraz ktérej warto$é po przekroczeniu linii rozgatezienia
zmienia si¢ o statg wielokrotnosé 1/(1 4+ z%).

1
Taka, funkeja jest F(2) = - —I;i . ,
Z twierdzenia Cauchy’ego mamy: j{ Inz dz = 2mi Z a—1(zk) =

1+ 23
k=1

* Inz Inz 01nx+2m' Inz
= —d —ad —d —Fd
/0 1+ 23 x+/c 1+ 23 Z+/ 1+ 23 x—!—/c 1423 *
oo oo 0
Calki po konturach C, oraz Cr daza do zera gdy p — 0 oraz R — oo:

27 27
lim fF(z)dz = limiplnp f e?dp =0 lim fF(z)dz = lim il;‘%TR f e?d¢ =0
pﬂocp p—0 0 R—)OOCR R—o0 0

A wiec ostatecznie mamy (a—1(zx) = P(2)/Q’ (2) = In(2)/(323)):

T dz in/3 im ism/3\] _ 2T
/0 1+23 l[a—1(e™?) +a1(e"™) + a1 (™) = e
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Calkowanie wzdtuz linii rozgalezienia
e y

1d3:, O0<ax<l1

<z
Przyktad: Oblicz catke / -
0

Obliczymy calke z funkcji (z =re?® = Inz=Inr +if):
z ¢ exp (—alnz)
= = 2
f(z) 1 P || >0, 0 <argz < 27

Z twierdzenia Cauchy’ego mamy (wybieramy p < 1 < R):

R . —a pag—i2am
/p " dr+ CRf(z)dz_/p 2 d7"+/ f(z )dZZQWiZE‘ESIf(Z)

r+1
Obliczamy residuum: ~ Res f(z)= liII_ll (z+ 1) f(z) = elToni+im] _ o—ima

Calki po konturach C, oraz C'r daza do zera gdy p — 0 oraz R — oo:

)fcp f(z)dz‘ < %27rp = 12T7fpp1—a fCR F(2)dz ’ 27rR

A wigc ostatecznie mamy:

i < pa . 0
i2mwa iTa
(1—e ) dr = 2mie =

o T+1 T+ 1 ~ sinar
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