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Szeregi Fouriera

Rozwiniecie funkcji f(x) w szereg Fouriera na przedziale —7 <z <7 ma postaé:

f(x) =ao+ Z (a, cosnx + by, sinnx)

n=1
Kazda funkcje mozna zapisa¢ jako sume funkcji parzystej i nieparzystej:
1 1
J@) = 5(f@) + f(2) + 5 (/@) = f(-2)), -L<z<D

Wspdlezynniki w rozwinieciu w szereg Fouriera wyznaczamy korzystajac

z ortogonalnosci funkcji sin nz oraz cosnz (formuty Eulera):
1 (7 1 [" 1 [

ap = — (r)dz, ap=— f(x)cosnxdx, b, =— f(z)sinnz dz
27 J_, T ) n T ) .

Przyklad: Rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji impulsu prostokatnego:

1 2 53 5 5 208 T
f(T) =3 + 2 [COSSL‘ o cos3 T + cossoa: o cos7 Y + ]
fx)

1

L - - T
-3n —5n/2 -3n2 -m -n2 0 n2 m 3m2 Sn2 3m x

M. Przybycien (WFiIS AGH) Matematyczne Metody Fizyki IT



Rozwiniecie funkcji w szereg Fouriera - przyktad

sin 2z, —w<z<-—m/2

Przyklad: Rozwin w szereg Fouriera funkcje f(z) = < o, —7/2<e<0
sin2z, O<z<m

T —m/2
0=15 [ flz)dz = f bln?xdr%-ffstde——
T —71'/2
an =21 [ f(z)cosnzdz =1 [ sin2zcosnzdr+ 1 fsm2xcosna:dx =
- —T 0
_ —2[1:;(35; (Z;T/Q)]7 n#2
77r/2
a9 = f sin 2z cos 2x dx + + fsm 2z cos2zdr =0
o —7r/2
by, = f f(z)sinnzdz =1 [ sin2zsinnzdr+ 1 fsm 2 sinnzdr =
2sin (nmw/2 o
- 71’(71(2—4/) )7 n # 2
—m/2
=2 [ sin22xdx+%foﬂsin22xdx:% s
o /\ 05
f(x)z%—&—%(%cosx—gcos?)x—%cosélm— ) e Xy

3 -2 -1 2 x
1 9 -0.5 \/
+ ( 35111:5—}- T sin 22 — ;sme—i— ) a1
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Rozwiniecie w szereg Fouriera na przedziale —L < z < L

Funkcje 1, cos 2 sin 22 n =1,2,.

T T ,... s3 ortogonalne dla —L < z < L:
L
J sin L cos AL dx = 0 L 0, m#n
L Jeos L cos Mt de = ¢ L, m=n#0
L -

i 0, m#n —L 2L, m=n=0
_j;smmg””smmdar:—{L7 "

Rozwiniecie funkcji f(z) w szereg Fouriera na przedziale —L < 2 < L ma
postaé: R
—a0+2(ancos + by, smT)

Wspdlczynniki w rozwinieciu w szereg Fouriera wyznaczamy korzystajac z
ortogonalnosci funkcji sin “7% oraz cos “7* (formuty Eulera):

L
_7/_Lf(x)dx, /f s—dx bn:% _f(x)sin?dx

Przyklad: Szereg Fouriera dla f(z) =z +1, -1 <z <1 ¥
ap =1, ap,= ]E] (x+ 1) cosnmzder =0,
by, = fi (x4 1)sinnredr = (=1 i

flx)y=1 + Z 1>ﬂ+1 sinnwx \f/ -~
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Szeregi Fouriera - funkcje parzyste i 11ieparzyste

Rozwinigcie w szereg Fouriera funkcji parzystej (f(z) = f(—=

nmwr 1
x):ao—i-ZancosT, aozz/ f(z)dx, / flx cos—dx
n=1 0
Przyktad: Szereg Fouriera dla f(z) = |z|, —L <z < L
L
aoz%fo zdr =L, 1)
an = % [0 zcos ML dy = 2L [(—1)" — 1], . AL f(x)jlxl P
[e%e] | \\J/// | I \\\1// I
L L cos ((2n—1)wx /L _ _ _ x
f(x) =L_ i2 co (((271171))7; /L) 3L 2L -L 0| L 2L 3L
n=1
Rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji nieparzystej (f(z) = —f(—x)):
[ee]
nm
flz) = an sin —— / f(z sm—dx
n=1
Przyklad: Szereg Fouriera dla f(z) =z, -2 <2z <2 )
n+1
by = % fo @ sin 228 dx = %, zl’/fm:x//
(a) = 4 (1)"+ S A2 o 2 A4 6%
flz) = Z ~—— sin %3¢ v . .
n=1 =
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Szereg Fouriera na przesunietym przedziale

Funkcje 1, cos 2 sin 22 n = 1,2, ... s ortogonalne dla a — L <z <a-+ L,

L L
gdzie a jest llczba; rzeczywista:
a+L
[ sin L cos MTE d = 0 a+L 0, m#n
a=L fcosmgxcos”’mdx— L m=n#0
G}Lsfinm”xsinmdm: 0, m#n o=k 2L, m=n=0
WL L L L, m=n

Rozwiniecie funkcji f(x) w szereg Fouriera na takim przesunietym przedziale
a—L<x<a+ L ma postac:

o)
f(x) =ao+ X (ancos ™% + b, sin “7%)
n=
Wspodlcezynniki w rozwinieciu w szereg Fouriera wyznaczamy korzystajac z

ortogonalnodci funkcji sin 2% oraz cos 7% (formuty Eulera):

L L L
ap = 5= a}- f(z)dz, a a}f cos M dx, b, = la}_ f(x)sin 2= dx
0= 2L n =T L > Yn T T L
a—L a—L a—L
z, 0<z<7

Przyklad: Szereg Fouriera dla f(z) = {W’ rep<or

_q _ 2 _ __1 e
ao = 4 a2n—1 = 7(2n—1)2° A2pn = 07 bn - n 7

f ) _3r _ 2 Zoo cos(2n—l)z EDC sin nx 0 ® 2n oo«
(x 4 T , (2n—1)2 n
n=

— n—1
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Zespolone szeregi Fouriera

Wstawiajac cosz = 1(e™® +e7%) oraz sinz = 1(e"® —e ) do
rozwiniecia funkcji w szereg Fouriera otrzymujemy:

S an — an inmwx/L S an + an —inmz/L
D= 3 () ey 3 (),
n=1

n=1
Zespolona posta¢ rozwiniecia w szereg Fouriera na przedziale —L < x < L to:

k

) . an — b an + b
f(z) = lim g Cne™ L g =ag, ep = 2 o, = 2
k—oo & 2
n=—

Ze wzgledu na ortogonalnosé funkeji exp [imna /L] oraz exp [—inmz/L] mamy:

1 [k :
= lim Z cne e = E/ f(x)e_”””“/L de, n=0,+1,4+2 ..
~L

k—oo

Uwaga: Ze wzgledu na ortogonalnoé¢ funkcji 1, sin #7%, cos *7%, n =1,2, ...

na przedziale a — L < x < a + L rozwiniecie w zespolony szereg Fouriera na
takim przesunietym przedziale ma postac:
k . a+L ,
f(z) = lim Ekcnem”/L, Cn = 5r fL f(x)emmme/Ldy,  n=0,4+1,+2, ...
a

k—o00 , =
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Widmo amplitudowe i czestosciowe funkcji

Rozwazmy zastosowanie szeregu Fouriera do zjawisk periodycznych o okresie
T = 2L. Definiujac czestosé kolowa jako wg = 2w /T otrzymujemy:

f(x) = ag —i—; (a,mos? +bnsin$) =
= ag+ Z (an cos nwox + by, sin nwox)
gdzie n=1
L L L
== [f an =1 [ f(z)cosnwoz dz, b, =+ [ f(z)sinnwoz dz
L L L

Definiujac amplitude A, = (a2 +b2)'/? oraz faze 8, = arctg (—b,/a,) mamy:

o0
flx)=ao+ Z Ay, cos (nwox + o)

n=1
Liczby wg, 2wq, 3wyg... oraz Ag, A1, As... nazywamy odpowiednio widmem
czestosciowym i amplitudowym funkeji f(z).
Funkcje cos (nwoz + 6,,) nazywamy n-ta harmoniczna funkcji f(x).
Liczby nwg oraz §,, nazywamy odpowiednio n-ta czestoscia harmoniczna oraz
n-tym katem fazowym.
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Widmo amplitudowe i czestosciowe funkcji

m, —T<x<0

Przyklad: Znajdz widmo amplitudowe funkcji f(z) = { r—z 0<m<m

Mamy: L=m, T =2L =27, wy = 27/T = 1, a wiec szereg Fouriera:

0
ap =5 [ mdz+ 5= fﬂ—xdx——
-
0 T
an=1% [ ﬂcosnxdx+%{(ﬂ—x)cosn$d$—mz[l—(—l)"} = azp =0
—1Tr
by =1 [ msinnazdr+ L f (m —x)sinnzde = (*i)”
—1Tr

T s(2n—1)x 1)" sinnzx
flz) = 34 + Z Coz(nl1)2) Z—:l()%

1/2
dg=3r M=)+ A=)
)

A 21\2 1\2 1/2 1 2.2
2= |(&)+ (-3 A= :
9 1/2 15
As=[(F) + (=42, :
1 4 1/2 1 o | I T T
O e [(2n—1)27r2+1:| Az = 35 e
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Twierdzenie Parsevala

Twierdzenie (Parsevala): Niech f(t) bedzie funkcja okresowa o okresie 2L.
Woéwezas

1

2
57 [f( )P dt = af + - Zl 2 +02)
gdzie a, i b, sa Wspolczynmkaml w rozwinieciu funkeji f(t) w szereg Fouriera.
Dowéd: Niech f(t) = Z cne' B gdzie ¢, = / f(t)e i/t
n=-—oo
Lo [F(0)? dt = f Z e’/ DIt =
2L J_;,
n=—oo
oo 1 L
_ - i(nmw/L)t _
= n;oo sz | f(t)e dt =
= Z CnCep = cg +2 chc_n =
n=—oo n=1

100
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Obliczanie sum odwrotnosci poteg liczb catkowitych

. —kdla —m<x<0
Przyklad: Niech f(z) = { EodaO<zen flz+2m) = f(z)
Rozwinigcie w szereg Fouriera ma postaé: f(x) 1k i sin (2n — 1)z
ZW W szer ' stacé: = 1)
¢ s P T = 2n—1
Ak o -1 n+1
Widaé, ze dla © = /2 mamy: f (g) =k= b ; %
) oo (71)n+1 T
li: —_— ==
Cayli ; n—1 4

Dodatkowo z twierdzenia Parsevala otrzymujemy:

1" , 4k 1
- _ﬂ[f(t)] Zb = < ) ;m
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Podwdjne szeregi Fouriera

Szukamy reprezentacji za pomoca szeregu Fouriera funkeji f(z,y) w obszarze
—Li <x < Lyoraz —Ly <y < Ls.
W pierwszym kroku zakladamy, ze y jest ustalone otrzymujac:
o0
f(ey) = 3 (Am(y)cos BEE + By (y) sin 222 )

m=1
Nastepnie rozwijamy wspolczynniki A,,(y) i By (y) w szeregi Fouriera:

o0
_ nmw sonm
Am(y) = nz—:l (amn cos —ELQ =+ by Sin —9L2 )
00
Bn(y) =Y (cmn cos 27U "”y + dymn Sin "Ijry)
n=1
Rozwiniecie funkcji f(x,y) w szereg Fouriera ma wiec postaé:
oo oo
flzyy)= > > (amn CoS mL” cos 24 4 b, COS "‘L” sin %) +
2
:0 n=0
oo
+ Z > (cmn sin "2” cos ""y + dyyn SIN mme sin "L—"j’)
m=0n=0

Wspdlczynniki app, bmns Cmns Gmn Wyznaczamy korzystajac z ortogonalnosci

Lo
funkcji cos ™2 i sin 272 np.: [ f f(x,y) cos L= da | cos —3 dy = asL1Lo
—Lo |—L1
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Podwdjne szeregi Fouriera

Wspélezynniki w rozwinieciu w sz. Fouriera funkcji f(z,y) dla m,n = 1,2, ...:

Amn = ﬁ f ;fj f(z,y) cos 7= da | cos Tdy
— L2 — L1 -

b = ﬁ L{z L{l f(z,y) cos 7= da| sin “TEdy
— L2 — L1 -

Conn = ﬁ 22 {1 f(z,y) sin "F% da | cos “TEdy
— L2 — L1 J

dpn = L1L2 f { f(z,y) sin "FE da | sin 772 dy
—Ly |—L1 ]

gdy ktérys z indeksow jest rowny zero, nalezy ten indeks wyzerowaé przed

catkowaniami, np.: Ly L
4L1L2 _IQ_L f(z,y) dzdy
Ly Ly
amo = spir; | J [(a,y)cos L dady
—Léa —Lllfl
bon = spg; | | fz,y)cos L dady

—Ly —L1
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jne szeregi Fouriera

Gdy funkcja f(z,y) ma ustalona parzystos¢ w ktérej$ ze zmiennych, wéwczas
w rozwinieciu w szereg Fouriera przezywaja tylko wyrazy majace ta sama
parzystosé co funkcja.

Np. gdy funkcja jest nieparzysta w obu zmiennych (tzn. f(—z,y) = —f(x,y) i
f(@,—y) = —f(@,y)) whedy mamy:

flz,y) = Z Z dppn SIn 7 sin 57

8
6
m=0n=0 ra L
Lz | Ly E "...,.~.~,.:,.:~.-,..-,.,.~..:,~,:,..~,-...
dmn = T35 J | J fz,y)sin 22 dz | sin "2 dy " """Z"'""'"””"'ZZ'%\ '
mn L1L2 o 0 ) Ll L2 05 .,.:..,.,.,-..,~
6
.

Przyktad: Rozwin w szereg Fouriera funkcje

flzyy) =ay, 2<ax<2, -4<y<4
42
dpmn = % ofof xy sin 5 sin “7¥ drdy = (_1)m+nﬁ
2 0o 00 (=nm+n m+n oy
flz,y) =3 > Z ——— sin ™2 sin °7

m=1n=1

Uwaga: Funkcje f(z,y) okreslong w obszarze 0 < z < a, 0 < y < b mozna rozszerzyé
do obszaru —a <z < a, —b < y < b tak aby byta parzysta lub nieparzysta w obu
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