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Reprezentacja catkowa Fouriera

Wstawiajac wspolczynniki rozwinigcia w szereg Fouriera do reprezentacji
funkcji dostajemy:

L w L
= i/f(u) du—l—%z:l/f(u) cos —mr(uL— z) du
—L n=l_r

Zakladajac, ze Llim [ 1f(z)]dz < oo, pierwszy wyraz w powyzszym
—oo

rozwinieciu dazy do zera dla L — oc.
Oznaczajac przez Apw =7/L oraz w, = nw/L mamy

f(x) Z ff ) cos M=) gy = L ZAnwff ) cos [wn (u — x)] du

Korzystajac z definicji calki oznaczonej oraz wykonujac przejscie graniczne
L— o otrzymujemy reprezentacje catkowa Fouriera funkcji f(x):

/dw/f(u cosw(u — z)du :/[A(w) coswzx + B(w) sinwz]dw
—o0 oo 0
1

gdzie Alw) = — /f u) coswu du B(w
T

1
T

/ f(u) sinwu du
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Reprezentacja catkowa Fouriera

Twierdzenie catkowe Fouriera: Niech f(z) spelnia warunki Dirichleta
(skonczona liczba maksiméw i minimdéw oraz ograniczonych nieciaglosci na
kazdym skoficzonym przedziale) oraz bedzie calkowalna na przedziale
—00 <& < oo tzn. [7_|f(z)|dz < oo oraz [%_ f(x)dz < co. Wowezas mamy:
o0
1
§[f(x+) + flz7)] = / [A(w) coswax + B(w) sinwz]dw
0
Przyktad: Znajdz reprezentacje catkowa Fouriera funkeji f(z) = e~ 1%l

oo

Spelione sa warunki Dirichleta, a funkcja jest calkowalna bo [|e~1#l|dz = 2.
oo o0 e
1 2 2
Alw) = — / e eoswudu = = /67“ coswuduy = ———~
T T (14 w?)
—o0 0

(o]

B(w) = — / e 1" sinwudu = 0
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Transformata Fouriera

Postaé zespolona reprezentacji catkowej Fouriera funkcji f(z) w (—o0, 00):

oo o0

= %7@;—7,‘(@6) cosw(u — z)du = %_/ dw_/ f(u) cosw(x — u)du

Poniewaz 0 = o f dw f f(u) sinw(z — u)du, wige dodajac to wyrazenie

pomnozone przez i do powyzszej reprezentacji caltkowej, otrzymujemy

= % :Z} lZf(u) exp {iw(z — u)}du] dw

Przepisujac reprezentacje catkowa Fouriera w postaci
L7 ) L7 jwutdu | d
z)=——== | exp{ivz}|—= u) exp { —iwu jdu | dw
f(x) m_& p {iwx} m_{of() p{—iwu}

oraz definiujac transformate Fouriera jako

F(w) = \lﬁ/OO f(z) exp {—iwz}dx
otrzymujemy f(z \/7 / w) exp {iwz }dw
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Wtasnosci transformaty Fouriera

» Liniowo$¢ Flaf(z) +bg(x)} = aF{f ()} + bF{g(x)}

» Niech f(x) bedzie funkcja ciagla i taka ze lim || f(x) = 0, ktore;
pochodna f’(x ) jest catkowalna na modul na przedziale (—oo, 00), wtedy:

o F{f'(z) f fl@)em™rde =

1 i o0 ; T —iwz ;
- E f(x)e*’”ﬂ_oo —(=iw) [ f(z)e dz| = iwF(w)
o dla wszystkich n dla ktérych pochodne f()(z), r = 1,2, ...,n spelniaja
warunki Dirichleta, sa calkowalne bezwzglednie na przedziale (—oo, c0)
oraz lim o f™ Y (2) = 0, zachodzi F{f"(2)} = (iw)"F(w)

» Niech f(z) bedzie ciagla i rézniczkowalng funkcja posiadajaca n-krotnie
rozniczkowalng transformate Fouriera:
d

1 —twxT _ —zwa: E— xfle
. @[F(w)]zﬁa_{o fla)e “rds = \/_ f xf(x de= —iF{zf(z)}
@) = @] e Flan o) = S )
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Transformata Fouriera - przyktady

Przyklad: Znajdz transformate Fouriera funkcji f(z) =1, |z| < a

a ) )

_ 1 —iwx _ 1 evr—e "W | 2 sinwa

Flw) = o= [ emonde = A [ }_\/;T
—a

Przyklad: Znajdz transformate Fouriera funkcji f(z) =1, 0 <2 < a

—iwx _ 1 l—e '@@
dz = 7= ( iw )

F(w)

e \/%‘({e
Przyklad: Znajdz transformate Fouriera funkcji f(z) = €%, 0 <z < 1

_i(w—a,):l;dm:J%(l—e;i(sfa))

1
F(w):\/%{e

Przyklad: Znajdz transformate Fouriera funkcji f(x) = e g >0
00 ﬁ

[ lexp(—a?z?)|dz = [ exp(—a’z?)dz = ~—

;‘?O+2a2xf:0 = }?f’(x)}+2a2f{xf(x}:0 = 2a°F' +wF =0

w? . 1 < 1
F) = dewp |- | wtsie A=FO) = [ exp(-ata?)io =
1 2
Flexp (—a%a?)} = F(w) = —=expd ——z ¢, a >0
a 4a?
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Splot (konwolucja) funkcji

Definicja: Splotem (konwolucja) funkeji f(7) i g(7) nazywamy:
o) = (Fe)t)= | fglt—mydr= [ fit - mig(r)ar

Przyklad: Splot funkcji f(7) i g(7)
przedstawionych na rysunku.

(a) (b)
f(z) 9(z)
» Rysujemy ¢g(—7), a nastgpnie przesuwamy o
t, otrzymujac g(t — 7). T
Dla t < 0 lub ¢t > 2 funkcje f(7) i g(t — 7) nie 1
przekrywaja sie, czyli dla dowolnego 7 jedna z (c) (d)
nich lub obie sa réwne zero. Oznacza to, ze 2 )
réwniez f(7)g(t —7) = 0. | b \TT*‘
» Mnozymy funkcje g(t — 7) przez f(7). -1 t 1

» Pole powierzchni pod iloczynem f(7)g(t — 7) ©
jest wartoscia konwolucji dla danego t.

oy —
Dla 0 < t < 1 mamy: ¢(t) = abt :

Dla 1 <t < 2 mamy:

c(t) = ab[l — (t — 1)] = ab(2 — t) o 1 2z !
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Wtasnosci transformaty Fouriera

Definicja: Splotem (konwolucj@) funkcji f(z) i g(z) nazywamy (unormowane):

(f*9)(@) = 7= f ft)gle —t)dt = = [ fle—t)g(t)dt

Twierdzenie o splocie (konwoluc_]l) dla transformat Fouriera: Niech funkcje
f(z) i g(x) beda przedziatami ciagle, ograniczone i calkowalne na modut w
(—00,00) oraz posiadaja transformaty Fouriera F'(w) i G(w). Wéwczas mamy:

> Fi(fx9) (@)} = F{f(2)}Flg(2)} = F(w)G(w)

F{f*9)@)} = 7= T [ }O (t)g(l‘—t)dt] e ={v =z —t{=
= [ f@etar [ gerdo = F{f@)}F{g(e)
> (fxg)(z) = 70 w)G(w)e?® dw

Twierdzenie: Relacja Parsevala: f |f(2)|? de = f |F(w)]? dw

z=0

_Tf(t)g(x—t)dt o) = Fr(— § fF dw=7°|F(w)|2dw
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Wtasnosci transformaty Fouriera

Przyklad: Wiedzac, ze dla f(x) =1, |z| < a mamy F(w)= \/g (sinway

w

oblicz catke I = [ sin® spddy = f 1?de = 2 f sin® Sty = I=ma

—00 —a

Jedli F(w) jest transformata Fouriera funkeji f(x), wéwczas mamy:
oo

» F{f(ax)} = \/%7 [ flaz)e ™*dz = ﬁ_}o flu)em™v/edu = LF(w/a)

> F{f(x —a)} = 7 (w)
> Fle f(a)} = Flw =)
Transformata Fouriera funkcji 6(z — a) Diraca:

—iwa

]-"{5(%—&)}2\/177T f d(x —a)e _“‘””daszﬁe

Przyklad: Transformata Fouriera funkcji f(x) = §(x — a) exp [—b%2?]
F{f(x)} = \/%7 [Z 0(z — a) exp [-b*a?]e”7da = \/%7 exp [—(a?b? + iwa)]
Transformata Fouriera funkcji dwéch zmiennych f(x,t):

F{f(z, )} = F(w,t) = \/ﬂf fa,t)e “rdx
f(z,t) = o F HF(w,t)} = \/77 f_OOF w, t)e“rdw
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Cosinusowa i sinusowa transformata Fouriera

Jedli funkcja f(z) ma okre$lona parzystosé, wtedy transformata Fouriera:
(o) (o)
F(w) = \/4277£0 f(x)ewody = \/;277{0 f(z)[coswr — isinwz|dx
przyjmuje postaé transformaty cosinusowej dla funkcji parzystej f(x) = f(—x):

Fo(w) = \/;27779 f(x) coswr dr = \/gz?f(x) coswz dz

[ee]
flx) = \/gf Fo(w) coswz dw
0
oraz transformaty sinusowej dla funkcji nieparzystej f(z) = —f(—x):

Fs(w) = \/%7770 f(z)sinwzdr = \/gzof(x) sinwx dz

F@) =12 :ch(w) sinwa dw

Przyklad: Znajdz transformaty sinusowa i cosinusowa funkcji f(x) = e~ **:

%} = \/g :foe"m coswrdr =R {\/3 [feareiwmdx} } = % (%—W)




Cosinusowa i sinusowa transformata Fouriera

» Transformaty Fouriera cosinusowa i sinusowa sg liniowe:

Felaf(x) +bg(x)} = aFe{f(2)} + bFo{g(z)} = aFe(w) + bGe(w)
Fs{af(x) +bg(x)} = aFs{f(z)} + bFs{g(x)} = aFs(w) + bGs(w)

» Niech f(z) bedzie ciagla i calkowalna na przedziale (0, 00) oraz lim f(z) = 0.
Tr— 00
Wéwezas:

Fe{f'(x)} = \/g [ f(z)coswzdz = \/g [f(x) coswz|y +w of f(z)sinwz dz
¢‘<Hwﬁuw»

Fs{f'(x)} =—wFc{f(z)}

Folf"(@)} = —/21(0) - PFe{f(2)}

Fs{1"(0)} = [21'(0) — Fs{f(2))

» Relacje Parsevala dla transformat Fouriera cosinusowej i sinusowej:

waw&m=?uwmw, fwam&m=fuwmm

ch )Go(w)dw = [ f(v)g(v)dv

8

0
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Cosinusowa i sinusowa transformata Fouriera

» Transformaty Fouriera dla zmiennych przesunietych i skalowanych:

Fe{cos(ax)f(z)} = 2{F(;(w +a)+ Fo(w—a)}

Folsin(az)f(2)} = 3{Fs(w +a) + Fs(w — a)}
Fs{cos (ax)f(2)} = 3{Fs(w+a) + Fs(w—a)}
Fs{sin (az)f(2)} = 3{Fc(w — a) — Fo(w + a)}
Felf(az)} = ;Fe(w/a), a>0
Fs{flax)} = ;Fs(w/a), a>0

» Transformaty Fouriera dla pochodnych czastkowych funkeji f(z,t):
WFel f'(@ 1)} = wFs(w,t) = \/21(0,1)
«Fs{f'(z,t)} = —wFco(w,t)
FoA [ (@,6)} = —w?Fs(w \f /(0
Fs{f (1)) = ~w?Fs(w,1) + /20
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Rozwigzywanie rownan rézniczkowych

Przyktad: Rozwiaz réwnanie rézniczkowe o (t) — a®y(t) = f(t)
wiedzac, ze funkcje y(t) oraz f(t) znikaja dla t — 400 (aby istnialy ich FT).

Stosujemy transformate Fouriera do obu stron réwnania:

Fly" ()} = (w)*Fly(t)} = —w?Y (w) _ 1

@+ Y () = F) R i
Poniewaz f{e‘“‘tl} = w22_|c_ta2 stad —ﬁ = F{—%e‘“'tl}
Niech G(w) = “ors wtedy g(t) = —%e‘am

Stosujac twierdzenie o konwolucji dla FT mamy:
Y(w) = Gw)F(w) = F{g(t) * f()}
y(t) = F HY (w)} = F 1 F{g(t) = f(t)} = g(t) * f(t)

Czyli szczegdlne rozwiazanie naszego réwnania rézniczkowego ma postac:
1 (o)

y(t) = et =7l f(r)dr

~5a N

M. Przybycien (WFiIS AGH) Matematyczne Metody Fizyki II Wyktad 6 13 / 13



