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Zwyczajne rowania rézniczkowe

Zwyczajnym rownaniem rozniczkowym rzedu n nazywamy réwnanie postaci
Flay,yM.y®, y) =0 gdzie y® = dby/da*.

Réwnaniem rézniczkowym liniowym rzedu n nazywamy réwnanie:

n n—1
1@ T+ (@) Tl o @)+ an(e)y = f(2)
gdzie a;(x) to wspdlczynniki réwnania oraz zachodzi ag(z) #0, a < x < b.
Rozrézniamy réwnania homogeniczne (f(x) = 0) oraz niehomogeniczne.
Réwnania moga byé o stalych (a;(x) = const) i zmiennych wspélezynnikach.
Przyktad: przyktady réwnan liniowych i nieliniowych:

d" Y+ 2xy =sinz, (171'2)(”2 7213‘1/ +6y=0

Lo 4 ksing =0, ki = |1+ (dy/dz)?

Wygodny zapis operatorowy:

dr dn-1 d
Ll = f(a) sddie L[ = aofa) v+ an(e) o bt an (o) o
Rozwigzanie réwnania niehomogenicznego ma postaé: y(x) = yq(x) + yp(2)
gdzie yq(x) to ogdlne rozwigzanie réwnania homogenicznego, a y,(z) to
szczegllne rozwigzanie réwnania niechomogenicznego (bez dowolnych stalych).

+an ()
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Roéwnania o zmiennych rozdzielonych, rownania zupetne

Réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych
nazywamy réwnanie postaci (rozwiazanie poprzez calkowanie stronami):

dy 1
L= fwn) = F@Gl)  + g dy = Pla)ds, GG) #
, ) . dpP
Przyklad: Réwnanie logistyczne (prey-predator problem): P kP(M — P)
ey =kt = In|gEp| =kMt+C

_ MA g
P = m7 gle(, A = const

Zakladajac warunki poczatkowe w postaci
P(t =0) = Py otrzymujemy:
MPy
- Py + (M — Py)exp (—kMt)

Roéwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu postaci M (x,y)dz + N(z,y)dy =0
nazywamy réwnaniem zupelnym jesli istniej funkcja F'(z,y) taka, ze

d[F(z,y)] = M(z,y)dz + N(z,y)dy
Warunek zupelnosci: Réwnanie jest zupelne gdy OM /0y = ON/0x
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Roéwnanie liniowe pierwszego rzedu, czynnik catkujacy

Przyktad: Sprawdz zupelnos¢ i rozwiaz réwnanie:

(32% 4 2y + 2 cosh (22 + 3y)) dz + (22 + 2y + 3cosh (22 + 3y)) dy = 0

oM  ON
Zupelnosé: = — =2+ 6sinh (22 + 3y)
dy Ox
F(z,y) = [ M(z,y)dz = 2° 4 22y + sinh (22 + 3y) + f(y) + C N f((y))
x
F(z,y) = [ N(z,y) dy = 22y + y* + sinh (2z + 3y) + g(z) + D g _
A wiec ogdlnym rozwiazaniem jest 2 4 2xy + y? + sinh (2z + 3y) = C
Réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu ma postac:
dy
dw P(z)y =Q(z), y(wo) =wo
x
: . dy d(py
Czynnik catkujacy p(z): po- + pP(e)y = pQ(x) = (dl; ) nQ(x)
C 1
Ogdlne rozwigzanie przyjmuje postaé: y(z) = — + —— [ p(z)Q(z)dz
@) ()

gdzie p(z) = exp{ / P(z) dx}
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Czynnik catkujacy - przyktad

d
Przyktad: Rozwiaz réwanie cosx d—y +y =sinz z warunkiem pocz. y(0) = 2
e x

1

- P . dy
Przepisujemy réwanie w postaci: — + y=tgx
dz = cosz
dx 1+sinz
Czynnik calkujacy: p(x) = exp {/ } S
Ccos T Ccos T

Rozwiazujemy wyjéciowe réwanie pomnozone przez czynnik catkujacy:

d 1+sinx 1+sinx
a1 Teos s y@)| = ——— | tgx
x Ccos T Ccos T

1+ si 1 51
( +51na:>y(x) _ /( +bmx>tgmdx+0=
cos T cos T

1+ sinx
= ——ax+C
Ccos T

C cosx T CoSx

A wiec ogblne rozwiazanie ma postaé: y(z) = T einz +1- T
7 warunku poczatkowego mamy:

1-— 5 T
Y0 =2 = C=1 = yla)=14 LoB)cosz

1+sinx
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Rownania Bernoulliego i Ricattiego

Rownanie Bernoulliego to nieliniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu
postaci:

d
T+ Py =Q@y", n#1
. . . . 1—n 1 du
Rozwiazanie poprzez podstawienie w =1y = Thdw P(z)u = Q(x)

Rownanie Ricattiego to nieliniowe rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu

postaci:

dy 2 _
L TP@y+ R)y” = Q(z)
Trudno znaleZé ogdlny sposéb rozwiazania r. Ricattiego.

Podstawienie y = @% redukuje r. R. do liniowego r. drugiego stopnia:

22 "z z
% + {P(x) — ]I%%((x))} j—x — R(z)Q(x)z=0

Gdy znane jest rozwiazanie szczegélne y;(x) r. R. to:

e stosujac podstawienie y = y; + 1/u, r. R. redukuje sie do liniowego r.
pierwszego rzedu,
e stosujac podstawienie y = y; + u, r. R. redukuje sie do r. Bernoulliego.
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Roéwnania réozniczkowe stopnia drugiego

Homogeniczne réwnanie rézniczkowe liniowe stopnia drugiego o statych
wspotezynnikach:

Jesli y1(x) orz yo(x) sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami powyzszego
roéwnania, to rozwigzanie ogblne ma postaé:
y(z) = cryi(x) + cay2(z)

Szukamy rozwiazan w postaci y(z) = ¢ exp (Ax).
Wstawiajac tego typu rozwigzanie do wyjsciowego rownania otrzymujemy
réwnanie charakterystyczne: \? 4+ A\ + B = 0

Rozrézniamy nastepujace typy rozwiazan w zaleznosci od wartosci
pierwiastkow r. charakterystycznego:

(pierwiastki rzeczywiste i rézne, A1, A2) y(z) = ¢1 exp (Mx) + c2 exp (A2x)
(pierwiastki zespolone sprzezone Ay = o + i3, Ay = a —if3)

y(x) = e [c1 cos fx + co sin fx]
(rowne pierwiastki rzeczywiste, Ay = Ay = \)

y(x) = (c1 + cax) exp (Az)
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Roéwnania rozniczkowe wyzszego stopnia

Homogeniczne réwnanie rézniczkowe liniowe stopnia n o stalych
wspotczynnikach ma postaé:

d"y dn—ly dy
qon + ay e + ...+ an_la +a,y =0
Réwnanie charakterystyczne: A" 4+ ai A"t +a\" 2+ ... 4+a, =0
ma n pierwiastkow A1, Ag, ..., Ay, przy czym kazdemu odpowiada rozwiazanie

y1(2), y2(x), oo, yn(2).
Rozwiazanie ogélne rownania rézniczkowego jest liniowa kombinacja n
niezaleznych rozwiazan y;(x), i = 1,...,n:
y(x) = c1y1(w) + caya () + ... + cpyn()
przy czym:

pierwiastkowi rzeczywistemu A = « o krotnosci » odpowiada r niezaleznych

rozwigzan:
eax7 xeax’ . mr—leax

parze sprzezonych pierwiastkow zespolonych o krotnoéci s odpowiada 2s
rozwigzan:

€% cos Bz, e sin Bz, e cos Bx, xe“T sin Bz, ..., 25 e cos fx, 25 L™ sin fx
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Rownania rozniczkowe - przyktady

Przyktad: Rozwiazaé¢ réwnanie: o + 4y’ +4y =0, y(0) =3, y'(0) =1
Réwnanie charakterystyczne: A\ +4\+4=0 = Ao =—2
Rozwiazanie ogélne: y(z) = (¢ + cox)e 2"

Warunki poczatkowe: y(0) =3 = =3, ¢y (0)=1 = =7
Rozwiazanie problemu poczatkowego: y(x) = (3 + Tz)e **

Przyktad: Rozwiazaé¢ réwnanie: oy’ + 2y + 17y =0, y(0) =1, ¢/'(x/4) =0
Roéwnanie charakterystyczne:

MNA422N+17T=0 = AN =—-144i, \g=—1—4i

Rozwiazanie ogélne: y(z) = e~ [y cos (4x) + o sin (4x)]

Warunki poczatkowe: y(0)=1 = ¢ =1, ¢'(7/4)=0 = ¢
Rozwiazanie problemu brzegowego:

: 1
y(x) = e "cosda + 1 sindz] dla 0 <z <7/4

Przyklad: Rozwiazaé¢ réwnanie: y™® + 1y — 2y =0

Réwnanie charakterystyczne: A+ X —-2=0 = Ao =21, 34 = +iv/2
Rozwiazanie ogélne: y(z) = c1e” + cae™® + c3 cos (£V/2) + ¢y sin (zV/2)
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Roéwnania rozniczkowe wyzszego stopnia

Niehomogeniczne réwnanie rézniczkowe liniowe stopnia n o stalych
wspoélczynnikach ma postac:
dny dnfl y dy

— 4+ ...+ an_l@ +any = f(x)

Ogodlne rozwiazanie powyzszego réwnania jest suma rozwiazania ogélnego
odpowiadajacego mu réwnania homogenicznego y4(x) i rozwiazania
szczegolnego réwnania niehomogeniznego yp,(x), tzn. y(z) = ye(z) + yp(x)

Dla pewnych funkcji f(x) postaé¢ rozwiazania y,(z) mozna zgadnaé, a
nastepnie wykorzysta¢ metode wspolczynnikéw nieoznaczonych do znalezienia
brakujacych statych multiplikatywnych.

Przyktad: Rozwiazaé¢ réwnanie: 3" + 5y’ + 6y = de~" + 5sina

Réwnanie charakterystyczne: A2 4+5A+6=0 = A\ = -2, \y = —3
Rozwiazanie ogdlne réwnania homegenicznego: y,(z) = Cre™** + Coe™3*
Rozwiazanie szczegdlne réwnania niehomogenicznego:

yp(x) = Ae™* + Bsinz + C cosz, gdzie A, B, C to wspdlczynniki
nieoznaczone, ktére nalezy wyznaczy¢ wstawiajac y,(z) do wyjsciowego
rownania niehomogenicznego i poréwnujac wspoétezynniki przy tych samych
funkcjach po lewej i prawej stronie réwnania (A =2, B=1/2, C = —1/2).
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Wspotczynniki nieoznaczone

. 1 1
Rozwiazanie ogélne r.n.h.: y(z) = Cre™* + Coe ™% 427 + 3 sinz — 5 CosT

W metodzie wspélezynnikéw nieoznaczonych, w zaleznosci od funkcji f(z)
rozwigzania szczegblnego szukamy w postaci:

gdy f(z) = constant = y,(z) powinno zawieraé stalg K,
f(@)=ao+ a1z + ... + amaz™ = y,(z) = 25(Agx™ + A1z™ 1 + ..+ Ap)
gdzie s jest najnizszym rzedem pochodnej d®y/dz® wystepujacej po lewej r.n.h.
gdy f(z) = Pe™”
e jesli rozwigzanie ogdlne (r.0.) nie zawiera e®* to y,(x) = Be®”
o jesli r.o. zawiera e*®, xe®”, ..., e to yp(x) = Bg™mtleor
gdy f(z) zawiera wyrazy cospzx i/lub sinpzx
e jesli r.o. nie zawiera cos pz i/lub sinpz to y,(x) = P cospzr + Q sinpz
e jesli r.0. zawiera z° cospx i/lub z* sinpz to y,(z) = 57 (P cos pr + Q sin px)
gdy f(x) zawiera eP” cos gz i/lub eP” sin gx
e jedli r.o. nie zawiera eP® cos gx i/lub eP? sin gz to
yp(x) = eP* (R cos qx + S'sin qz)
e jedli r.o. zawiera x*eP” cos gz i/lub z*eP” sin gz to
Yp(x) = 25T 1eP? (R cos gz + S'sin qx)
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Roéwnanie Cauchy’ego-Eulera

Réwnaniem Cauchy’ego-Eulera nazywamy homogeniczne réwnanie drugiego
stopnia o zmiennych wspoétczynnikach postaci:

d?y dy

22

EPe] —i—alxd + a2y =0
Szukamy rozwiazania w postaci: y(z) = Az™

Wstawiajac do wyjsciowego rownania, otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
m(m—1)+aim+ax=0
gdy istnieja dwa rézne pierwiastki rzeczywiste m; = a i mg = 3, wtedy
y(z) = Cr2® + Cpa”
gdy istnieje podwoéjny pierwiastek rzeczywisty mi o = p wtedy:
y(x) = Crazt + Cozt In |z
gdy istnieja sprzezone pierwiastki zespolone mq 2 = a & i3, wtedy:

y(x) = Crz% cos (B1n|z|) + Cox®sin (B1n|z|)
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Wariacja parametréow

Metoda wariacji parametrow stuzy do znalezienia rozwiazania szczegdlnego
rownania niehomogenicznego, gdy znane jest rozwiazanie ogdlne
odpowiadajacego mu réwnania homogenicznego (jednorodnego).

Niech rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorodnego odpowiadajacego
d? d
réwnaniu d_xg + a(x)d—z + b(z)y = f(z) bedzie y4(z) = Cry1(x) + Coya(x).

Metoda wariacji parametréw polega na zastapieniu stalych w rozwiazaniu
ogdlnym przez funkcje i poszukiwaniu rozwiazania szczegdlnego réwnania
niehomogenicznego w postaci:
Yp(@) = w1 (2)y1(2) + uz(w)y2(2)
Nieznane funkcje u(x) i us(x) wyznaczamy z nastepujacych warunkéw:
zadamy aby funkcje uq(z) 1 ug(z) spelnialy warunek

Yp(@) =ur (@) () Fuz(2)yh () +ui (2)ys () +us ()y2 (2)=u1 (2)y) () +ua (@)ys (2)

coyli uh(2)ys (@) + ub(@)ya(z) = 0
drugie réwnanie wynika z zadania aby powyzsza funkcja y,(x) byta
rozwigzaniem wyj$ciowego réwnania niehomogenicznego, co prowadzi do:

ur () [y + a(x)yy + b(@)yr] +ua(z) [y + a(z)ys + b(x)ye] +uiy; +usys = f(x)
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Wariacja parametrow - przyktad

czyli uy(2)y; (@) + uy(2)ys(z) = f(z)
Funkcje ug(x) i uz(x) wyznaczamy z powyzszego ukladu réwnan:

@ = [P g o = [0,

W (z) W (z)
gdzie W(z) = zy/,l g% = 1195 — Y1y jest Wronskianem.
1 Y2
Rozwiazanie ogélne rownania niejednorodnego ma wiec postac:
le) = @ (@) el () = ) [P dvrn) [P 0

Przyktad: Rozwiaz réwnanie: y” +y = w przedziale w ktérym x # nm

sin x
Rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego: y4(x) = Cqcosa + Coysinx
Wronskian: W(zx) = y195 — yjy2 = cos® x + sin?z = 1

Rozwiazanie szczegdlne r.n.h.:

, cosx . ,
yp(r) = —cosz [ do +sine | ——do = —xcosz +sinz In|sinz|

S x
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Metoda redukcji rzedu réwnania

d
Niech bedzie dane réwnanie jednorodne w postaci: it a(x)d—y +b(z)y=0
x x

Zakladajac, ze znane jest jedno rozwiazanie y;(x) chcemy znalezé drugie,
liniowo niezalezne, rozwiazanie.
Metoda redukcji rzedu polega na poszukiwaniu drugiego rozwiazania w
postaci: 1(x) = ula)y: ()
Wstawiajac to rozwiazanie do wyjsciowego réwnania otrzymujemy:

21

yiu” + (2yy +ay)u’ + () +ayy +by)u=0 = To (M +a(z) o
dz? 71 dx

Stosujac podstawienie v = du/dz otrzymujemy:

A stad u(x)zC/[W} dz+ D

gdzie stale mozna przyja¢ odpowiednio réwne C' =1, D = 0.
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Redukcja réwnania do postaci standardowe;j

Przyktad: Wiedzac, ze jednym z rozwiazan réwnania x%y” — 3zy’ + 4y = 0, dla

x > 0, jest funkcja yi(x) = 22, znajdz drugie, liniowo niezalezne, rozwigzanie.

u(x):/exp[ /(43/1 )da] | /771111

X

A wice: yo(z) =2°Inz =  y(z) =2*(C1 + Colnx)

Czasem moze okazaé si¢ przydatne aby zapisa¢ (zredukowaé) réwnanie

y" 4+ a(x)y’ +b(x)y =0 do tzw. postaci standardowej u” + f(z)u = 0.
Mozna to osiagnaé poszukujac rowiazania réwnania w postaci y(x) = u(x)v(x)
a nastepnie wybraé v(z) tak, aby zniknal wyraz proporcjonalny do w’.
Otrzymujemy kolejno:

u'v+ (20" + av)u’ + (V" + av’ + bv)u =0

20 +av=0 = v(z)=exp [—%/a(w)dx]

Roéwnanie przyjmuje wiec nastepujaca postaé¢ standardowa;:

u’ + —%a’(x) — }laz(ac) + b(x)] u=0
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