Wykiad 10



Funkcja wiarogodnosci

Definicja: Niech bedzie dana proba losowa prosta o liczebnosci n z rozktadu f (x; ).
Funkcja wiarogodnosci dla proby X; nazywamy wielkosc:

£(>?;9)=lj f (x:0)

Uwaga: Funkcja wiarogodnosci to nie to samo co taczna gestosé p-twa L ( X; 9)

Twierdzenie (Cramera-Rao): Minimalna wartos¢ wariancji V., dowolnego
hieobcigzonego estymatora parametru 6 dana jest przez:

—1

vle]> \V [é]:{g[(aae InL(X, 9) = ~ In L(X, 9)}}1

Poniewaz:
jL(xe)dx Lo o IaInL(xe)L(# aln L(x;e)}
T(alnl_a(gxe) L (%:0)d = - azln L(xO)L( 0)dk

—00
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Twierdzenie Cramera-Rao

Estymator o minimalnej wariancji nazywamy efektywnym (najefektywiejszym)
Efektywnoscia estymatora nazywamy stosunek jego wariancjido V.. ..

W przypadku n parametrow rozktadu 0 =(0,,...,0. ) nierownosé¢ Cramera-Rao ma
charakter macierzowy, a minimalna wariancja wynosi:

Vo [é]{s[(a%iln L(% é))(a%j'” L(% é)m_l - 8{_ : IgeiLa(e)?é)} _1

Twierdzenie Cramera-Rao stwierdza, ze V -V, gdzie Vij — cov(éi ,é j ) jest
macierzg dodatnio potokreslong, w szczegolnosci

v[éi ] - [Vmin] i

Uwaga: Czesto wykorzystujemy V .. jako przyblizenie macierzy kowariancji wstawiajac
w drugich pochodnych zamiast parametru jego estymate.
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Zasada najwiekszej wiarogodnosci: za estymate nieznanego parametru 6 powinnismy
wybrac taka liczbe O dla ktorej funkcja wiarogodnosci osiaga maksimum:

L(X:0) =max

<0

0=0

. a - 82 =
A : — Q) = — :
wiec P L(X;0)=0 przy warunku vy L(X; 0)

Czesto stosujemy nastepujace rownanie do znalezienia estymaty MNW:

<0

0=0
W przypadku k parametrow 0= (9 ..,0 ) musimy rozwigzac¢ uktad k rownan:

69 ——InL(X; 6) = Z In f(x;0 =0
przy warunku ujemnej okreslonosm macierzy:

2
69 50, In f(X:;0) iy

n 2
InL(x 0) = z —=In f(x;9 =0 przy warunku Z—|692n f(x;
i=1
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Jesli oszacowana wartosc¢ parametru jest bliska wartosci prawdziwej, to oczekujemy
duzego p-twa otrzymania z eksperymentu danych takich jakie rzeczywiscie uzyskalismy.

6

6

J0
f®)

— log L=41.2 (ML fit} {a) — logL=139 (o)
- log L=41 0 {true parameters) --- legL=182

Wygenerowanych 50 przypadkow z rozktadu normalnegoo n=0.2ic =0.1

Wyniki otrzymane z maksymalizacji funkcji wiarogodnosci p = 0.204 oraz ¢ = 0.106
Odstepstwa od wartosci prawdziwych sg miarg btedow statystycznych.
W przypadku estymat parametrow bardzo odbiegajacych od wartosci prawdziwych
otrzymujemy znacznie mniejsze wartosci funkcji wiarogodnosci.
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Wiasnosci estymatorow MNW

Przyktad: Wyznaczenie estymatora parametrow ti A rozktadu wyktadniczego.

L(t;A) = H%exp(—%‘} = InL=-nln r—%Zti
i=1

i=l1

olnL _ n. 1y ~_ Iy _r
P =—;+T—ZZti = —T+—Zt—0 = rzﬁ_:tizt

Podobnie wyznaczamy estymator parametru A:

L(t;\) = lﬂlkexp(—}»ti ) = InC=nlnA —xzn:ti

aInL n n <, _ ~_n 1
Zt = -Yt;=0 = A= =3

7\4 i=1 Ztl
i=1
Widac, ze estymator jest niezmienniczy wzgledem transformacji o(§) =1/
Jest to ogolna cecha estymatorow MNW, tzn. jesli znamy estymator parametru 0
a interesuje nas funkcja tego parametru o(0) to przy zatozeniu, ze do/00#0 mamy

oL oL do oc
0= %0 230 = o "
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Szacowanie bteddéw estymatorow MNW

Poniewaz w ogolnosci 8[&(@)] % oc(g[é]) (z wyjatkiem przeksztatcenia liniowego),
wiec oczekujemy, ze estymatory MNW sg z reguty obcigzone.

Przyktad: nieobcigzony estymator parametru t 8[%] =T

i tylko asymptotycznie nieobciazony estymator parametru A: £ [7:,] = %k

Wariancja estymatora najwiekszej wiarogodnosci:
A ~ A\ \2
v[6]l= [(8(:)-(8)) L (% 0)x
Wariancja przyjmuje postac funkcji ocenianego parametru. Aby uzyskac wartosc
liczbowa musimy wstawic jego estymate ( a wiec jest to przyblizenie).

W przypadku k parametrow musimy znalez¢ macierz kowarianc;ji:

v[6,.6,]=[(8,(0-(6,))(6,(x)-(8,)) L(%:6) o
W ten spos6b mozna wyznaczy¢ wariancje estymatora tylko w prostych przypadkach.

Najczesciej powyzsze catki sa trudne/niemozliwe do rozwigzania analitycznie i musimy
stosowac badz przyblizenia, badz metode Monte Carlo.
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Szacowanie bteddéw estymatorow MNW

Przyktad: Wariancja estymatora parametru rozktadu wyktadniczego:

Vizl= j( t—'c] H exp(__') of =
:T{][T(rl]lzn;t,} ﬁexp(—%) df—ZTI[%ZtJH exp( ?‘) dt + 1 IH exp(__') J:

"\ n? n>

W przypadku duzej probki danych mozemy znalez¢ estymator wariancji estymatora
parametru MNW korzystajac z warunku nierownosci Cramera-Rao:
-1
~Ta o’'InL
v[o] = —( J
0=0
lub w przypadku wiekszej liczby parametrow:
“Ta A o’InL
0.,0. |=-
V[ | ,] (aeiae.

00’
-1
j ééJ
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Zachowanie asymptotyczne £(6)

Przyktad: Estymator wariancji estymatora parametru rozkiadu wyktadniczego.

1. e 2
J -1 v[x]=—(a ne

Uwaga: Estymatory metody najwiekszej wiarogodnosci sg zgodne.

Zachowanie funkcji wiarogodnosci jako funkcji parametru 6 w okolicach wartosci tego
parametru okreslone jego estymatg MNW:

~ ~ 2 ~ ~
n£(0)=In £(®)+ 2Ll (-8)+L2INLl (9_5) +0((6-6))
—_— 89 0=0 2 89 0=0
In L —
max =0
(6-0) (6-0)
In£(6)~In Lmax—% = L(O)=L _exp _0-0)
2v|6] 2v|6]

Funkcja wiarogodnosci jako funkcja parametru 6 ma w okolicach maksimum
w przyblizeniu ksztatt rozktadu Gaussa.

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 10-9



Szacowanie btedow estymatorow MNW

Metoda graficzna szacowania btedow statystycznych estymatorow MNW.

(6-6)° - I
2 InL(GiGé)zlnﬁmax—E

Przyktad: Estymator wariancji estymatora parametru rozkiadu wyktadniczego.

INnC(®)~InL -

~ 3

t=1.062 g T-M. T B+ M,

A%_ — 0137 -53 og L, il
AT, =0.165

6. ~AtT ~At ~0.15 885 log Ly — 172 -

Odstepstwo od paraboli ze wzgledu na
matqg statystyke (n=50)

14 16
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Przyktad: Wyznaczenie parametrow p oraz ¢ rozkladu normalnego.

[«(XiM,G)=1£[ 1 exp{— (Xi_“)z}:( - )exp<— = >

i1 V2TG 271G

__n _n 2 1 < 2
In£=-3In(2m -ZIno le(xi 1)

20° <

Obliczamy pochodne funkcji wiarogodnosci po parametrach u oraz c:

(oIne 1< (1 ¢ . ~ 1

o :(52 Z(Xi_u) g_Z(Xi—M):O = u:ﬁzxi

) i=1 — i=1 i=1

oln L n 1 s 2 n 1 . ~AN2 ~2 1 . AN2 2

=— + X — ——5+— X—p) =0 = =—> (X —-pn)y =S
| 96’ 20° 2642( K | 26° 264;‘( W) © nig‘( —H) x
Estymatory wariancji estymatorow parametrow p oraz c:
_1 _1
-1

~n o’InL G’ ~ o’'InL 26*

V[U] == 2 R == T 2| - - v[GZ] = 2\2 =
ou p=i ol L n o0(c”) e n
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Przykiad: Opor kazdego z N roznych opornikow zmierzono niezaleznie 2 razy. Doktadnosc¢
kazdego z pomiarow jest taka sama, a prawdziwe wartosci oporu nie sg znane.
Przyjmujac, ze kazdy z pomiarow opisany jest rozktadem Gaussa o tej samej dyspersji o,
ale roznych wartosciach oczekiwanych p; (i = 1, ..., n), odpowiadajacych r6znym oporom,

znajdz estymatory wielkosci u, i .

R Ve B Ve
1 1 0 1 1 n
( ch) 20 'z=1: ( 2nc) 20 ;

1

In £ = 5 ui)z _HDZ
oInL _ X—1  ¥i—MW _Xi—ﬁi yi— R T
ou. TGP + o2 = e + &2 =0 = ui_Z(Xi'l_yi)
olnL 1 1 1 < 1

=—=N—+ .
662 2 (72 204|1 ! Z(y| U)

—5ty A4Z[(x 0+ u)] 0 = &=y
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Przyktad: Wyznaczenie estymatora parametru rozktadu Poissona.

n K; n K; n n
E(k;u)zn%e‘” = InL=Z(In%— szkilnu—Zln k!—np
i=1 N i=1 i i=1 i=1

aln‘C:le_n — %iki—n=0 = ﬁ:%iki
i=1 =1 =l

Wartosc oczekiwana i wariancja:

£l = < Zk> IS )=Lop=p

i=1

VIl = [(-1) Ltk |- Zl( Sk, —u] [Tt “}i{(;i(k—u))z ] %e]:

k=0

:i{nl{z(k “17+ 3 (k- —nu)Jln e ”]=

i=1 i#j=1

_Z(Z(k -n)’ H ]z#nv[k]:_

nk0|1
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Sredhia wazona

Dana jest probka prosta ztozona z n elementow x; (i=1,...,n), kazdy z rozktadu normal-
nego o roznej i znanej dyspersji c;, ale nieznanej i identycznej wartosci oczekiwanej L.
(np. pomiary danej wielkosci za pomoca roznych przyrzadow).

L(X;p,0,) = H 7o, eXp(—%]

n 1 % (% — 1) oinL < (X —-1)
InL = In2n Zln 2_ - — 50 _Z

=1 |

n (X-—]:l) n X n 1 ~ n_y n 1
L =0 © — = =y —+4/Y =
; o} ;G uu 15 " i=1 Of

=)

Srednia wazona: =) wx  gdzie w =
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Sredhia wazona

Wartos¢ oczekiwana i wariancja:

Elp] = ZW< )= “ZW =

o \i=l

V[ﬁ]=I(ﬁ—u)zL(Y;u,G)dY—j(wa— ]ﬁ ! exp(_-_

=T(ZW(X u)] [

=1

—00
s n 2
1 (X; —n)
= [[weoq -+ 3 w6 -w) - u)jl‘[ ——exp| - —— fix=
—oo(l =1 izk=1 j=1 21'CGj 2Gj
( \°
15
n n 2 Vi
o 1
H 216, =y Wo; =y | — =—
=R 1
j;ﬁl ) 5
\ j=l G Y, i-1 O
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Przyktad: Predkos¢ dzwieku mierzona w powietrzu dwiema roznymi metodami
wynosi: v,=340 £+ 9 [m/s] oraz v,=350 * 18 [m/s]. Znajdz najlepsza estymate
predkosci dzwieku.

1 1

Obliczamy wagi: W, = ? = 0.013 W, > =0.003

Srednia wazona predkosé dzwieku oraz jej btad:

A TR AUA

1
"= T W, =342 [m/s] GW=\/(W1+W2) =8 [m/s]
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