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Rozktad 2

Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny NM(X; 1,c). Znajdziemy rozktad zmiennej:

=)

X_

Standaryzujgc zmienng losowg X — otrzymujemy standaryzowany rozktad

Gaussa: NG
N(x 0,1)= mexp[—?j

Rozktad zmiennej u = x> ma wiec posta¢:
Xl(u)=(./\/'(—\/a)+./\/'(\/a)) \/;_n\/_exp( u)

Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X, i X, z tego samego rozktadu normalnego,
i znajdzmy rozktad zmiennej losowej: 2 2
Jezmy . . U=(X1_“) +(X2_H)

e)

dx

c
Szukany rozktad ma postac:

1 t 1 _u
x, (u) = jx(u 0, (D)t = Z—exp(——)jm—i e -2
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Rozktad 2

Postepujac tak dalej znajdujemy rozktad sumy kwadratow n niezaleznych, standaryzo-
wanych zmiennych losowych kazda z rozkltadu Gaussa, zwany rozktadem y*:

1 31 u
X, (u) = Yy expl =5, n>0, u>0
J2) |
GhE
gdzie indeks n oznacza liczbe stopni swobody. ;,V;:::, x:;'; ;,V;:::,
Wartosé oczekiwana i wariancja: =Sy A A R B
Tt n=
— _ > 04f n=10 E
g[u] =n Wu] =2n $0.35E n=20 rozkad Gaussa N(O,l)—;
T LI | L LI L _:

Zachowanie dla duzych n:

= U=n+Z\/ﬁ
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Rozktad 2

Jak zmieni sie rozkltad zmiennej losowej u w przypadku gdy:

x-XY (x,-%XY X —X Y\
u=( 1 )+( 2 )+...+( i )
(o] (o] (o]
Wychodzac z tacznego rozktadu p-twa zmiennych x, , X, , ..., X.;:

267

mozna pokazac, ze taczny rozktad p-twa zmiennych u oraz X ma postac:

g(u,X;p,0)= n—11 ungl_lexp _4 1 exm—(i_g) >=Xn_1(u)./\/'(iiu,c)
R O f

Whioski:
1. Zmienne u i X sa statystycznie niezalezne.

2. Rozktad zmiennej u to rozktad x2 o n—1 stopniach swobody (uzycie Sredniej
zmniejsza liczbe niezaleznych sktadnikow w sumie).
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Rozktad 2

Korzystajac z rozktadu zmiennej losowej u znajdujemy rozktad zmiennej:

2
vas == R (R

ktory ma postac:

n-1 n-1
o (h-Dv)2 (n-Dv
f (V; ° n) - n-16 ( 2 ) eXp(_—z)
(\/5) r(n;l) c 20
Wartosé oczekiwana zmiennej v: Elvl=¢[]= —g[u] 02 (n—1)=02
Wariancja zmiennej v: viv]= v[sz] ( c’ ) viul = ( _21) 2(n- 1)——10

Wartos¢ oczekiwana i wariancja estymatora s.;

- n - 1 2 “\ .
Els]z(rzo  VIslzz50"  VIs]=3;
Podobna analiza prowadzi do wniosku, ze statystyka o n—1 stopniach

n(n-1)

swobody jest tez: u=T&i gdzie s; = jxﬁ =\/n(n 1)2()(1 X)
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Rozktad Studenta

Aby unikna¢ problemu nieznanej dyspersji rozktadu normalnego w zmiennej typu 2,

rozwazmy statystyke postaci (Studenta):

X—p

o

X—p_| 2 _ X— u x/_

S, o (n 1)
n(n 1)

X=p
Uogolnijmy rozwazana zmienna losowa na zmienna: t=—2%— — t = Z
u u
n n

gdzie X jest zmiennag z rozktadu normalnego o parametrach ni ¢, a z jest standaryzo-
wang zmienng gaussowska. Natomiast zmienna u podlega rozktadowi x2 o n stopniach
swobody.

taczna gestosc p-twa zmiennych Z oraz U ma postac:

h,(z,u) = N exp( Zz)(ﬁ)ﬂlr(n) u” exr{—%)

2
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Rozktad Studenta

W standardowy sposob znajdujemy rozktad zmiennej losowej t:

- ( 0z 0z v t
= 3 — = = Nn = |—
V= uu : u=v ) ou au 2 "
- = a av 10 1
taczny rozktad p-twa zmiennych t oraz v:
g, (t,v) =h,z((t,v),u(t,v))[3 (t,v)| =
= 1 v Xexp(—x— tzv) = 1 Vi exp(—x(1+ﬁn
V2 (\2)' r(gj N2 ) i (V2)” r(;j 20" n

Rozktad brzegowy zmiennej t:

_ 2|
q_v(1+ n) H_

) o el e L 1)
) (3 T () U
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Rozktad Studenta

Rozktad Studenta o n stopniach swobody:

o I 1 n+1 ’ —%n+1
S, ()= g, (t,v)dv= (2( ))(1+t)( | N=12,. —w<t<ow
16

Dla n=1 rozktad Studenta przechodzi w rozktad Cauchy’ego: S(t) = 1 . 1'[2
T1+
Uwaga: Dla rozktadu Cauchy’ego nie istniejg wartosc oczekiwana ani wariancja. |Maté

Player

Wartosc¢ oczekiwana rozktadu il S I B B B LI B

. - 0.4 ;— _E
Studenta (dla n>1): 0.35E rozkad Gaussa N(0,1 :

0 0.3F
eltl= [ ts,(Ddt=0 025
e 0.2F

0.15F
Wariancja (dla n>2): o1k

0.05F

[ __n -
V[t]z_[ot 8, (Ddt =25 )

-2

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 11-8



Rozktad Studenta

Przyktad: Sprawdzamy rzetelnosc¢ producenta cukru. Wazymy 5 toreb cukru (ktorych
waga netto powinna wynosi¢ 1 kg) otrzymujac X =960 g oraz S, =10 g.
Czy producent jest uczciwy w ramach trzech odchylen standardowych?

Rozktad normalny: P(n—-30 < X < p+30) = 0.9973

_X—p _ 960-1000 _

Obliczamy wartosc statystyki Studenta: t —4

S 10
Obliczmy p-two: o 10 _
P(960 < X <1040)= Ea
¥ E g
=P(-4<1t<4)=0.9839 £ Z: . E
Dla rozktadu Studenta: ) j: TeelL . 3
P(-66<1<66)= TP
POMX<I066)2 09973 Lr it
00 5 10 15 20 25 30

stopnie swobody
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Rozwazmy dwie zmienne losowe u, oraz u, kazda o rozktadzie %2, odpowiednio

o h i m stopniach swobody. Konstruujemy statystyke Fishera:

~(5)/[)-5

taczna gestos¢ p-twa zmiennych u, oraz u, ma postac:

hy o (Uy,Uy) = (ﬁ)nlr(n) (u, )3—1 eXp(— uzl ) (\/E)mll“(m) (u, )%_1 exr{—%)

2 2
Interesuje nas rozkltad zmiennej losowej F:
( m u, r " ou, ou, . n
I"Thn, = WERtY o g vy mRlony,
. ’ Y U, | |g g | M
T2 - oF ov
1 n(n_)" Yome v(n
g, m(F,V)= F V2 exp| —=| =F +1
, (\/E)mmr(n)r(m)m m 2{m
2 2
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Rozktad brzegowy zmiennej F nazywamy rozktadem F - Fishera o (nh,m) stopniach

body: n m n_
wboo (1 (e m) oime
Fon(F)= - - -~ nm>0, F=2=0
F(E)F(?)(m+nF )?
Wartosc¢ oczekiwana (dla m>2): S[F] = i—Z Math

Wariancja (dla m>4): S — Teay“
2m?*(n+m-=2) _
n(m=2Y(m=4)

(n,m)=(1,1)
(n,m)=(5,10)

VIF]=

Zachowania graniczne: gji

n=1: rozkiad S, (t) 03"

m—>o: rozktad y,.(nF) o _

N—% i M—>: r. Gaussa % oz s s 'n!s' | |1 | '112' | '114' | '1;{ | IIISI | 2
X

Uwaga: Kwantyle rozkiadu F - Fishera spetniajg relacje f, (n2 : nl) =

foc (nl ’ n2 )
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Rozktad F Snedecora-Fishera

Przyktad: Porownanie odchylen standardowych. Konstruujemy dwie statystyki u, oraz u,
podlegajace rozkiadowi x2 o n—1 i m—1 st. swobody:

D le- LY -x w="A =L -V

x i=1 y y i=1
Z wielkosci tych mozemy zbudowac¢ zmienng F Fishera:

-1 m-1
o T -
A G *"’v

Zmienna ta podlega rozktadowi JF - Fishera o (n—1, m—1) stopniach swobody i dostarcza

harzedzia do testowania hipotez o rownosci wariancji w dwu probach prostych wyloso-
wanych z rozktadu normalnego.

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 11-12



Rozktad F Snedecora-Fishera

Przykitad: Zaktadajac, ze Si i ﬁ sg estymatorami wariancji obliczonymi z probek n,=10

i n,=8 elementowych pobranych z rozktadow takich, ze 62 = 365, znajdz wartosciai b

dla ktorych zachodzi Si
Pla<=2<b|[=090

S
Wiemy, ze zmienna losowa: Si /G2 Si /362 §
X _— y _
$£/c?  £lo? 38

ma rozktad F-Fishera o n,—1=9 i n,—1=7 stopniach swobody, a wigc:

o.9o=P(f0.05(9,7)si<f0.95(9,7))=P( 1___.s <f0.95(9,7)j

3s foss (7.9) 35
Z tablic odczytujemy: f ,(7,9)=329 oraz f,,(9,7)=368

Ostatecznie wiec otrzymujemy:

0.90 = P( 1 _s <3.68)=P(0912< <1104]

32953 “g 7
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Pojecie przedziatu ufnosci

Przyktad: Rozwazmy pewien rzadki proces (tzn. taki ktorego liczba zajs¢ podlega rozkta-
dowi Poissona). W ciagu pewnego czasu zaobserwowano k=3 takie zdarzenia. Ocenic

mozliwy przedziat liczby zdarzen tego typu w kolejnych eksperymentach.
k

R W)= —e ' EK=p VIK| =

Oszacujmy p-twa zajscia obserwowanego zdarzenia, przy roznych wartosciach p:
P(k<3;p=5)= Z” e* = 0265 P(k<3;u=8)= Z” e = 0042
P(k23,u=1)=1—P(k<3;u 1)=1- Z” e = 0080

Ustalmy p-two zajscia rozwaZanego zdarzenla byto 95%:

P(k<3;p,)= i*,e“_oozs ~  p =88
P(k>3;p )=1- Z e” =0025 = po=062

Przedziat ufnosci na poziomie ufnosm 95% dla parametru p, oparty na obserwowanej

wartosci k=3 to (0.62, 8.8).

Uwaga: Dla k=30 dostaniemy na tym samym poziomie ufnosci przedziat (21.1, 42.8)
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Pojecie przedziatu ufnosci

Przedziat ufnosci (0_, 0,) na poziomie ufnosci (1— o) - 100% dla parametru 6 wyznaczony
jest przez dwa kwantyle: rzedu o i 1— a,, (o, +0,= o):

P(x< x;G+)=J' f(x6,)dx=F(x0,)=qa, = 0, =F"(xa,)
P(x> x;e_)=1—_[ f(x0 )dx=1-F(x6_)=a, = 0 =F'(x1-a,)

Wartosci o, i o, dobieramy tak aby: ‘

Ax:0.)

&= ]rf(x'§9+ )

= 0,—0_byfa minimalna,
= 0_/0, byt najblizszy jednosci,

W przypadku gdy a, = a, =%2 o wtedy -
przedziat ufnosci nazywamy centralnym.

J ;9_ +o0
T8 o Tr(es0_ )

P-two pokrycia parametru 0 przez
przedziat (0_, 0,) jest rowne 1— o

P(6,(X,.... %, )<0<8, (X ,...% )=1-a ' -

M. Przybycien Rachunek Prawdopodobienstwa i Statystyka Wyktad 11-15



Losowy charakter przedziatu ufnosci

Przyktad: Rozwazmy rozktad Breita-Wignera:

1 or
) 2
S(X,u,r)=; Y , —00 < X < 00, —co<u<oo, I'>0.
2
(Zr) +(X_”)
DlaI'=2 mamy:  S(x;p,I'= 2)—— 1 = F(x)== (arctan(x n)+~ )
T1+(x—p)

Do wygenerowania przypadkow z r. B-W stosujemy metode odwracania dystrybuanty:

1 30:""I""I""I""I""I""I"'‘I""I""I"":
X =u+tan(7t(yi—5)) 25E | =
2E NI B
gdzie Y, to wielkosci wygenerowane 1sf | | | N | | | 3
z rozktadu ptaskiego [0,1]. 10 y'rHT[‘H"fH H-H-H HW | [[ Hi-itt ll” LH[H it "|‘|'I -t
Dla kazdej X: znajdujemy przedziat i3 ] | | | E
I oE | E
ufnosci dla parametru 5_ | | | E
B o ulme gl tgneToomelovs sPeioplesmel oncollor iy bl

u® = x +tan ( g (l—a)) 1007790 20 30 a0 50 60 70 80 9 100

n=10,1-o = 68%
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Pasmo ufnosci

Rozwazmy rozktad potegowy, ktorego funkcja gestosci zalezy od parametru 0:

f(x;0)=0x"" 0<x<1 0>0

Dla ustalonego 0 znajdujemy:

1 oo
Eoc=F(x+;G)=9_([x9 'dx = x] = X, =

1
%oc=1—F(x_;€))=e;[x"‘ldx=1—x_e = X_=$/1—%a

Pasmo ufnosci pozwala
odczytac przedziat ufnosci
dla parametru 0 dla dowolnej
wartosci zmiennej X
otrzymanej z pomiaru.
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