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P. ufnosci dla wartosci oczekiwanej

Szukamy przedziatu ufnosci dla nieznanej wartosci oczekiwanej u populacji w ktorej ba-
dana cecha ma rozktad normalny N (X; n,c), w przypadku gdy znana jest dyspersja o,

ha podstawie n—elementowej proby proste;j.

7=%in - N(Y:w%) S T

7= XM —> N (z;0,1)

Dla ustalonego a = a,;+a, mozemy

znalez¢ takie wartosci z, i z, aby:

P(z <z<2z)=F(z)-F(z)=1-a R CO N

Wystarczy zatozy¢, ze z, = z(a,) oraz z, = z(1—a,) sq kwantylami rozktadu zmiennej

losowej z rzedow, odpowiednio, o, oraz 1—a.,: TP

Player

P[z(ocl)< b z(l—az)]= F(2(1-a,))- F(2(e))=1- oy~ =1-a
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P. ufnosci dla wartosci oczekuwane )

Rozwigzujgc nierownos¢ w hawiasie wzgledem para- g waf
metru p dostajemy poszukiwany przedziat ufnosci: o_sf_ R85
X—2z(1-a,)—= < p < X— Z(at, ) —= Rai

\/ﬁ \/ﬁ 0.1 SRS

Przypadki szczegblne: L RS

-2 -1 0

= 0o,=0, a,=a: Z0)=-o, Z(1-a,) =2z(1-a) < R
_ z 4t S
X~ p Y G g SRS
P <Z(1_°°)j:1_°° u>X—Z(1—oc)— 0.3

(c/ﬁ Jn _ e

X—u a4
P(c/\/ﬁ>2(a)j_1 o

0.2F

a, =0: Z(oy)=2zZ(a), Z(1-a,) = Z(1) = +oo 0.15—

n<X-2z(a)—— =X+ z(1-a) -2

7 N

. g =a,= %o X z(l—g)i<u<7—z(g)i

2)n 2 ) n
__2(1_%)%<u<i+z(l—%)%

2
z(1-0/2)
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P. ufnosci dla parametru p - przyktad

Przyktad: W losowo wybranej grupie 10 samochodow pewnej marki przeprowadzono
badanie zuzycia benzyny na tej samej trasie o dtugosci 100 km. Okazato sie, ze Srednie
zuzycie benzyny wynosito 8.1 litra. Skadingd wiadomo, ze badana cecha ma rozktad
normalny o dyspersji 0.8 litra. Wyznaczy¢ 99%-owa realizacje przedziatu ufnosci dla
wartosci przecietnej zuzycia paliwa na danej trasie przez samochody tej marki.

Szukamy przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej p w sytuacji gdy znamy dyspersje
c rozkladu normalnego z ktorego pochodzg pomiary.

(O REC

(1—%)%<u< X+ z(l——)%

Wielkosci dane: X=8.1 =038 n=10 a=001

(Y]

_1_9%_O _4_
D—l >3 1-a

2
Szukany przedziat ufnosci: p € (7.45,8.75) = A=1.3

Z tablic odczytujemy: z(l—gj =7(0.995) =2.58
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Przedziat ufnosci dla p - nieznana o

Szukamy przedziatu ufnosci dla nieznanej wartosci oczekiwanej u populacji w ktorej
badana cecha ma rozktad normalny NM(X; n,c), w przypadku nieznanej dyspersji 6, na

podstawie n-elementowej proby prostej. Math

Player

Wiemy, ze statystyka: i S I I B B I I I

X w ME t(l—g n)=—t(g n) 23 E

= 2T 035F 2’ 27 ) [ E

= Ftossetotoreets, n stopni =

S, /\/ﬁ 0.35— i (/Swobody :

podlega rozktadowi Studenta 0022 LS N 5555 -
o n—1 stopniach swobody. 0.15F RN
0.1E ORI

rzedu o rozktadu Studenta o n T T ) 3 4
stopniach swobody.

T it o

t(l—in l)ﬁ (1—5,n—1)% - A=2t(1—%,n—1)%

Niech t(a,n) bedzie kwantylem 0.05 s
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P. ufnosci dla parametru p - przyktad

Przyktad: W losowo wybranej grupie 10 samochodow pewnej marki przeprowadzono
badanie zuzycia benzyny na tej samej trasie o diugosci 100 km. Okazato sie, ze Srednie
zuzycie benzyny wynosito 8.1 litra, natomiast odchylenie standardowe wynosito 0.8 litra.
Zakladajac, ze badana cecha podlega rozktadowi normalnemu, wyznaczy¢ 99%-owa

realizacje przedziatu ufnosci dla wartosci przecietnej zuzycia paliwa na danej trasie
przez samochody tej marki.

Szukamy przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej p w sytuacji gdy nie znamy dys-
persji o rozktadu normalnego z ktorego pochodza pomiary, a jedynie jej estymate s.,.

_ o S - o S
X—t 1——,n—1) X < <x+t(1——,n—1)—
( 2 Jn : 2 Jn

Wielkosci dane: Xx=8.1 S, =\/ﬁz (x-XF =08 n=10 a=001
i=1

Z tablic odczytujemy: t(l—%, n-— 1) =1(0.995,9)=325

Szukany przedziat ufnosci: p € (7.23,8.97) = A=1.74
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Przedziat ufnosci dla u - duza probka

Zatozmy, ze badana cecha populacji ma dowolny rozktad o nieznanych wartosci ocze-
kiwanej n i skofnczonej wariancji 6%, oraz ze mamy liczna (n = 100) probke losowa.
X—H

Na podstawie CTG Lindeberga-Levy’ego wiemy, ze statystyka z= \/_
ma asymptotyczny rozktad normalny A{(z; 0,1). c/+/n

Ze wzgledu na duzg probke, nieznang wartos¢ ¢ zastepujemy jej estymata s,, a
szukany przedziat ufnosci ma postac:

X— z(l—g) > <M <X+ z(l—g)i
2 ).n 2 ).n
Przyktad: W celu oszacowania czasu absencji chorobowej pracownikow pewnego za-
ktadu wybrano losowa grupe 100 pracownikow i zanotowano liczby dni opuszczonych
z powodu choroby w ciagu ostatniego roku. Na tej podstawie znalez¢ 95% realizacje

przedziatu ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej czasu absencji chorobowej
wszystkich pracownikow tego zaktadu.

Nieobecnosci [dni] 0 1-3 4-6 7-9 10-15 | 16-24 | 25-30
Liczba pracownikéw 13 37 22 17 8 2 1
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Przedziat ufnosci dla u - duza probka

Wielkoscidane: n=100 o =0.05

. o 1% 1 - .
Obl : == X =4, = [—— (X=XY =4
iczamy X = Z n x =4.875 S, \/n — ZI: n (x—Xf =41731

Poniewaz mamy do czynienia z liczna probka, wiec szukany przedziat ufnosci
mozemy wyznaczy¢ na podstawie:

o (4 )5S - o) S
X z(l 2)\/ﬁ<u<x+z(1 2)\/ﬁ

Z tablic odczytujemy: z(l—g) = 2(0.975)=1.96

2

95%-wa realizacja przedziatu ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej czasu absencji
chorobowej pracownikow tego zaktadu to 3.95<u<5.80

Gdybysmy zastosowali rozktad Studenta t(l e ,N— 1) = t(0.975,99) =198

o 2
to otrzymalibySmy:

i—t(l—ﬁ,n—1)S—X<u<x+t(1—2,n—1)i —  394<p<581

2 Jn 2 Jn
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Przedziat ufnosci dla wariancji

Zat6zmy, ze badana cecha populacji ma rozktad normalny A (X; u,6) o nieznanych
parametrach i o, a probka nie jest liczna (N<50).

(n-1)§

Wiemy, ze statystyka U = 3 podlega rozktadowi x2 o n—1 stopniach swobody.
(o)

Korzystajgc z kwantyli rozktadu x2 znajdujemy:

P(u(%,n—1)<(n;—?5§< u(l—%,n—l)]zl—a

a stad przedziaty ufnosci dla o

2 o~ 0.2 — —— — — — -

(n-1)s; o< (h-1)s iﬁiﬁ_ . . . _

o o 165 E

“(1 —20N" 1) “(2 n= 1) o14E /7N
0.12 ERIIIIIN n stopni E

oraz dla odchylenia standardowego o:  “F £ 1a O\ ‘/Sw°b°dy E
0.06F JIESSSSIeS N =

n-1 < <5< n-1 s  IMEEECCCocsaaEaaae E

X 0.02E -

o o ¥ a0t ss E
u(l—z,n—l) u(z,n—l) % 2 4 6 8 10 12 14 16

u(c/2,n) u(1-c/2,n) u
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Przedziat ufnosci dla wariancji

Przyktad: Wykonano pomiary pewnej wielkosci uzyskujac nastepujace wyniki: 87, 102,
119, 81, 97, 93, 100, 114, 99, 100, 113, 93, 95, 85, 123, 99. Zaktadajac, ze pomiary
tej wielkosci podlegaja rozktadowi normalnemu, znajdz 90% realizacje przedziatow
ufnosci dla wariancji i odchylenia standardowego.

Wielkoscidane: n=16 o =0.10

—

S 1 < _
Obliczamy: X=ﬁ X, =10 sxz\/fzm—x)z =12

=1

Z tablic odczytujemy: u (% ,n— 1) =u(0.05,15)=7 261

u(l—%,n—l): u(0.95,15) = 24 996

90%-owa realizacja przedziatu ufnosci dla warianc;ji jest:

15x12° _ , _15x12
24.996 7.261

A stad: 86.41<0°<29748 oraz 9.3<oc<17.2
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P. ufnosci dla wariancji - duza prébka

Zal6zmy, ze badana cecha populacji ma rozktad normalny N(X; p1,6) 0 hieznanych
parametrach p i o, a probka jest liczna (n250).

W tym przypadku korzystamy z faktu, ze statystyka:

\/E \/(n 1)s; g 2(n=1)

ma w przyblizeniu rozktad normalny N(X; V2N -3, 1)

Przedziat ufnosci dla nieznanego odchylenia standardowego znajdujemy z warunku:

P(m—z(l—ﬁ)<%ﬁ(n—1)<J2n—3+z(1—2D=1—a

2 2

Rozwigzujac powyzsza nierownosc¢ otrzymujemy:

sy2h-1) ____ s420-1)
\/mH(l—“) m_z(l_a)

2 2
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Obszar ufnosci dla parametréow p i o

Zat6zmy, ze badana cecha populacji ma rozktad normalny N(X; 1,c) o nieznanych
parametrach p i 6. Chcemy przeprowadzic¢ jednoczesng estymacje przedziatowag obu
parametrow.

X -1 (n-1& ( X—p )P( (n-1)g )
P < <Z .,Uu=x< < =P < < <u, =1-
(z_ I Z, U = U+J z < s 4 u_ = o

u=ulZ n-1 =u{1-% n-1 "o
[Gn) ey

IIIIIIIIII_

X—p o 3
Plz < <z |=Vvl-a=z=l-+ =
( "~ oln +) 2 s 3
(n-1)s’ . a o, frooee
P[u__ 52 <u, [= 1—0c=1—5 3
1< Y — ¥ — )2
ci:muﬁ oraz /\/*l <z = ot > NX—H)
- F (&) n y4
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Obszar ufnosci dla parametrow p i o

Przyktad: Zmierzono srednice 51 drzew wybranych losowo z lasu sosnowego i otrzymano
srednia Srednice 37.3 cm oraz wariancje 13.77 cm?. Zaktadajac, ze srednice drzew maja
rozktad normalny, wyznaczy¢ 90%-owa realizacje zbioru ufnosci dla wartosci przecietnej

i wariancji Srednicy drzewa z tego lasu.

Wielkoscidane: n=51 o =0.10

>

%=1 x. =373 cm sizL >§ Xy =1377 cnt
n < n-14
Wyznaczamy wartosci odpowiednich kwantyli:
u = u(%,n —1) =u(0.025,50)= 32357 z= z(l—%) =2(0975)=196

u, = u(l—%,n—l) =u(0.975,50)= 71420

90%-owa realizacja zbioru ufnosci dla wartosci przecietnej i wariancji Srednicy

. . 7 11\2

drzewa dana jest przez: o> n(x 2u) _1328x (373 —p
(n-1)s (n-1)s’ ¢

o’ = —=9.64 cm’ o’ = =218 cm’
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Estymacja parametru p rozktadu B,(N,p)

Przyktad: Sposrod n = 100 wirow w wannie zaobserwowano k =43 wiry zgodne z kierun-
kiem ruchu wskazowek zegara. Znajdz przedziat ufnosci na poziomie ufnosci 95% dla
parametru p rozktadu dwumianowego z tych danych.

. (100 100—k
P(k<d3;p,n=100)=>|" " |p/(1-p,)" =0025 = p, =0533
k=0

100

100 K

P(k243;p,n=100)= 3 ( ¥ ) p(1-p)" " =0025 = p =0332
k=43

A wiec przedziat ufnosci dla parametru p na poziomie ufnosci 1—o = 95% dany jest

przez (0.332, 0.553) i obejmuje p=0.5, co oznacza, ze zaden kierunek wiru nie jest

uprzywilejowany.
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Estymacja parametru p rozktadu B, (N,p)

Chcemy znalez¢ przedziat ufnosci na poziomie 1—a dla parametru p rozktadu dwumia-
nowego B, (N,p), przy znanym parametrze N, jesli probka danych liczaca n liczb jest na

tyle duza (n2100) ze mozemy odwotac sie do centralnego twierdzenia granicznego
(n=Np o=./Np1l-p)).

BN p) =[] o - pr -3k k=L3k

Stosujemy CTG przyblizajgc rozktad dwumianowy rozktadem Gaussa:
k—Np,

( _2(1—“)J=1—a = (\/Np+(1 lesz ’

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe wzgledem p:

(nN +Z*) p* = (2nk + zz)p+%E2 =0

k—Np

Z| =

A =4n*k2 +4n22k + 2 —4n*k? - 47 %Ez =47 [nE(l—

5
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Estymacja parametru p rozktadu B,(N,p)

Poszukiwany przedziat ufnosci na poziomie 1-oa dany jest przez:

2nk + 72 iZz\/nE(l—E/ N)+z2 /4
P = 2(nN + Z) -

_1+Z_2_1 E_|_ ZZ +Zi£ 1_E+ Zz ~
- nN N "~ 2nN ~7"{/nN N N a(nN) |-

EHZZ < nNHs%i z\/ﬁ%(l_%) - ﬁiz(l—%)\/ﬁ(;& IAD)

Przyktad: Wsrod 350 wybranych losowo wyrobow znaleziono 31 wyrobow wadliwych.
Wykorzystujac wynik badania kontrolnego podac¢ 95%-owg realizacje przedziatu ufnosci
dla frakcji wyrobow dobrych w catej partii wyprodukowanych wyrobow.

n=1 N =350 k=350-31=2319

a=0.05 z(l —%) =2(0975)=1.96 p =0.88 p, = 0.94
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