Wykiad 13



Hipotezy statystyczne

Hipotezg statystyczng nazywamy kazde przypuszczenie dotyczgce nieznanego rozkiadu

badanej cechy populacji, o ktorego prawdziwosci lub fatszywosci wnioskuje sie na pod-
stawie pobranej probki losowe;.

Hipotezy parametryczne dotyczg wytacznie wartosci parametrow.

Przyktad: Wiadomo, ze badana cecha X ma rozktad wyktadniczy o nieznanej wartosci
oczekiwanej. Wysuwamy hipoteze, ze £[X]=5.

Hipotezy, ktore nie sg parametryczne nazywamy nieparametrycznymi.

Przykiad: Niech T oznacza odstep czasu pomiedzy przejazdami samochodow ulica.
Wysuwamy hipoteze, ze T ma rozktad wyktadniczy.

Hipoteze parametryczng nazywamy prosta jesli precyzuje doktadne wartosci wszystkich

hieznanych parametrow rozktadu badanej cechy.
Przyktad: Wiadomo, ze badana cecha x ma rozktad N (x; n=10,c).

Wysuwamy hipoteze, ze c=2.

W przeciwnym wypadku hipoteze parametryczng nazywamy zfozona.
Przykiad: Cecha X ma rozkiad N/ (X; u=10,c). Wysuwamy hipoteze, ze c<2.
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Hipotezy statystyczne

Testem statystycznym nazywamy metode postepowania, ktora kazdej mozliwej realiza-

cji proby losowej X4, ..., X,,, przyporzadkowuje, z ustalonym p-twem, decyzje przyjecia
badz odrzucenia sprawdzanej hipotezy.

Testowanag hipoteze nazywamy hipoteza zerowa H,.
Hipoteze, ktorg jesteSmy sktonni przyjaé, jesli okaze sie, ze weryfikowana hipoteze H,
nalezy odrzuci¢, nazywamy hipoteza alternatywna H,.

Statystyka testowa nazywamy taka funkcje proby losowej d(X,..., X,), ktora spetnia
hastepujace warunki:

= pozwala na porownanie punktowej estymaty parametru 0 na podstawie proby
losowej z wartoscia 0, wystepujaca w hipotezie H,,,

= jest zwiazana z rozktadem p-twa, ktory jest znany przy zatozeniu, ze testowana
hipoteza H, jest prawdziwa.

Zbiorem krytycznym W nazywamy zbior wartosci statystyki testowej 6(X,..., X)),
ktorych wystapienie skfania nas do odrzucenia testowanej hipotezy H, na rzecz
hipotezy alternatywnej H,.
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Btedy I-go i IT-go rodzaju
Przyktad: Na pewnej drodze istnieje ograniczenie predkosci do 120 km/h. Urzadzenie
pomiarowe dziata w ten sposob, ze wykonuje trzy niezalezne pomiary X,, X, i X3, @ naste-
pnie oblicza Srednia X,, ktorej wartosc¢ decyduje o tym czy kierowca otrzymuje mandat
czy nie. lle powinna wynosi¢ minimalna wartos¢ X, powyzej ktorej kierowca otrzymuje
mandat, aby tylko 5% kierowcow otrzymywato mandat niestusznie.
Urzadzenie pomiarowe jest wykalibrowane w ten sposob, ze btad pomiaru podlega

rozktadowi normalnemu N (0,6 =2), a sam pomiar rozktadowi N (p,c =2) gdzie p
jest prawdziwa predkoscia pojazdu.

Formutujemy problem: mozliwe wartosci s: wartosci
Hy: n=120 przeciw H;: n>120 | preferujace H,
Statystyka testowa: 6 = X, 120
Mozliwe rodzaje btedow przy podejmowaniu decyzji co do prawdziwosci hipotezy H,:
Hipoteza H
Decyzja : , b -
jest prawdziwa jest fatszywa
przyjac H, decyzja poprawna btad llI-go rodzaju
odrzucic¢ H, btad I-go rodzaju decyzja poprawna
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Btedy I-go i IT-go rodzaju
P: (cd) Chcemy aby p-two niestusznego ukarania kierowcy byto co najwyzej rowne 5%,
tzn. aby p-two popetnienia btedu I-go rodzaju byto nie wieksze niz 5%.

Poziomem istotnosci o testu nazywamy p-two popetnienia btedu I-go rodzaju.

P: (cd) Dla jakich wartosci statystyki testowej 3 = X; powinniSmy na poziomie istotnosci
a = 5% odrzuci¢ hipoteze H,: p = 120 na rzecz hipotezy alternatywnej H,: p>120 ?

Sprawdzmy co sie dzieje dla 6>121 oraz 6>122:

(5 B
P(5>121)=p[ =120, 121 120)=P(220.87)=0.1922 >a=0.05
L2/3 0 2/43
(S _ _
P(5>122)=p| =129 122 120)=p(221_73)=0,0416 <a=0.05
L 2/V3 2143

Jaka powinna by¢ wiec graniczna wartosc C ?

P(620)=P(Z>C_120)=0.05 = 19 ;095)=1645 = c=1219

" 2/43 2/3

A wiec na poziomie istotnosci o = 0.05 powinniSmy odrzucic hipoteze H,: 1=120 na
rzecz hipotezy H;: n>120 wtedy gdy wartosc statystyki testowej 6 € W = (121.9, o).
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Btedy I-go i IT-go rodzaju

P: (cd) Jakie jest p-two nie ukarania kierowcy ktory przekroczyt dozwolona predkosc?

(czyli popetnienia btedu ll-go rodzaju)

P(8§<1219|p=125)=P

P(5<121.9|u=123)=P

f5—125<121.9—125\
\2/\/5 2//3 J

(§—123 121.9-123)

<
\2/\/3 2/+/3 y,

=®d(-2.68) = 0.0036

=®(-0.95)=0.1711

[3=P(5€W|H1)=1—P(5€W|H1)

oy + 0, =0
N/, N
= o
L0y LY
8 WZ\ W2 ) WZ 8

Cd

Testem najmocniejszym nazywamy test, ktory przy ustalonym a, ;ninimalizuje p-two 3

btedu ll-go rodzaju.
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Weryfikacja hipotez statystycznych

Schemat postepowania przy testowaniu hipotezy zerowej:

= wybierz hipoteze zerowa H, i hipoteze alternatywna H,,

= wybierz poziom istotnosci testu o,

= wybierz statystyke testowa 6 oraz zdefiniuj zbior krytyczny W,

= oblicz wartosc¢ statystyki testowej dla wylosowanej proby prostej,

= sprawdz czy obliczona wartosc statystyki testowej nalezy do zbioru krytycznego i
zdecyduj czy przyjac czy tez odrzuci¢ H,na rzecz H;.

Niech zbiorem krytycznym dla hipotezy H,: 6 = 0, bedzie zbior W:
P(8(X,,...X,) eW|[6,) =0
Moca testu nazywamy funkcje: M (6,W)=P(5eW|0)

Niech H;: 6 = 0, , wowczas M(6,,W)=P(8eW|6,)=1-8

Zbior krytyczny W nalezy zawsze wybierac tak aby moc testu, dla wszystkich wartosci
parametru 0 ze zbioru hipotez alternatywnych H, byta mozliwie najwieksza.
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Moc testu statystycznego

Przykiad: Badana cecha ma rozkiad N (X; L, 6) 0 znanej wariancji o2. Weryfikujemy
hipoteze H,: p=p, ha podstawie n=25 elementowej proby losowej, przy wykorzystaniu
jako statystyki testowej: X—py _ S(X=p,)

G/\/7 c

Dla poziomu istotnosci a=0.05 wyznaczy¢ moc testu w przypadku gdy:
a) zbiorem krytycznym jest W = (C,+=), gdzie P(z2 C | Hy) = a

M, (n,W)=P(z=1.64|p)= P(S(YT_HO)ZI.M“J}: P[S(Y—_MZI.64+MJ:

0 (0

=1-®(1.64+10) o 1

b) zbiorem krytycznym jest

W = (=% ,—¢,) U (c,+), gdzie P(Jz|2c, | Ho) = 08

M, (1, W) = P(| 2|2 1.96 | 1) = P(wz 1.96|u)=

=1-®(L+1.96)+ (L -1.96)

IIIIIIIIIIIIIITIIII

Whiosek: Gdy H,: p>p, (A<O0) to nalezy wybrac jako zbior

! l 1 L1

L]
N e

krytyczny W = (c,+).

5(
Natomiast gdy H;: p#p, to W= (= © ,—c,) U (c;,+*). p =2t — B

o

p)
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Testowanie hipotez a przedziaty ufnosci

Przyktad (mandaty): Hipoteze H,: p = 120 odrzucamy na rzecz hipotezy H,: n>120, na

poziomie istotnosci o = 0.05, gdy:

. X.>C . =120+1.645-—2

3 — CO.()S \/3
= u_=X,—1.645- T >120
m 120 nie miesci sie w jednostronnym przedziale ufnosci dla parametru p, na
poziomie ufnosci 1—o = 95%
Ogolnie, dla dowolnego testowanego parametru 0, przy H,: 6 = 6,, zachodzi:

= odrzucamy H, na rzecz H;: >0, (H,: 0<0,) poziomie o. wtedy i tylko gdy 0, nie
nalezy do odpowiedniego jednostronnego przedziatu ufnosci na poziomie ufnosci
1-a dla parametru 0.

= odrzucamy H, na rzecz H;: 620, na poziomie a wtedy i tylko gdy 6, nie nalezy do
obustronnego przedziatu ufnosci na poziomie ufnosci 1—o dla parametru 6.
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Testy istotnosci dla wartosci oczekiwane|

Badana cecha X populacji ma rozktad normalny A (u,6) 0 znanym . Do
weryfikacji hipotezy H,: p=p, wykorzystujemy statystyke:

X=H,

7 =
s/n
ktora przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma rozktad A (0,1).

H. alternatywna Hi: p=p,<py, Hi: p=p>p, H,: p=p,#p,
(==, -2(1-0/2))
(A1-a), =) U (Z(1-a/2), o)

Zbior krytyczny (—o0, —2(1-00))

Ll l I I I | Ll I

I I I I

N{z)

. 2
2(042) Wl-2) 2
Wyktad 13-10
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Testy istotnosci dla wartosci oczekiwane;

Przyktad: Chcemy oceni¢ czy nowo opracowane baterie pracuja ,zdecydowanie dtuzej”
hiz baterie uzywane dotychczas. Wiemy, ze czas pracy dotychczas uzywanych baterii w
kalkulatorze ma rozktad normalny o p,=100.3 min oraz =6.25 min. Z przeprowadzo-
nych testow nowych baterii wynika, ze czas ich pracy podlega rowniez rozktadowi nor-
malnemu o 6=6.25 min. Na podstawie probki n=15 pomiarow stwierdzono, ze Sredni
czas ich pracy wynosiy —105.6 min. Sprawdzi¢ na poziomie istothosci a=0.01 hipoteze
Ho: b = 1, wobec hipotezy alt. H : p = .

s H,: p=100.3 min, H,: p=100.3 min
s 0=0.01, Z1-0/2)=2.58

X—u, 105.6-100.3
m Z= = V15 =3.28

P=P(zpz|H,)=P(z}>3.28|H,)=2(1-®(3.28)) = 2(1-0.9995) = 0.001
W = (—o0,—z(1- 0./ 2)) U (Z(1 - &L/ 2),+00) = (—o0,~2.58) U (2.58 ,+0)

Poniewaz P < a (z € W) wiec odrzucamy hipoteze H, na rzecz hipotezy H,. Oznacza to,

Ze na poziomie istotnosci a=0.01 jest znaczaca roznica pomiedzy srednim czasem
zycia nowych baterii i dotychczas uzywanych w kalkulatorach.
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Testy istotnosci dla wartosci oczekiwane;

Przyktad: Powtarzamy badania nowych baterii. Zatozmy, ze zwiekszajac probke do n=20
znajdujemy y — 105.0 min. Zaktadajac, ze czas pracy nowych baterii podlega rozktadowi
hormalnemu o 6=6.25 min. przeprowadz na poziomie istotnosci a=0.05 prawostronny
test hipotezy H,: n=100.3 min.

m Hy: p=100.3 min, H;: p>100.3 min

m o=0.05, Z(1-0)=1.645
X—u, 105.0-1003

] = = 20 == 336
o/+/n 6.25

P=P(z>z|H,)=P(z>3.36|H,)=1-®(3.36) = 1-0.9996 = 0.0004
W = (7(1-a),+o0) = (1.645,+c0)

Poniewaz P < a (z € W) wigc odrzucamy hipoteze H, na rzecz hipotezy H,.

Oznacza to, ze na poziomie istotnosci «=0.05 jest znaczaca roznica pomiedzy
srednim czasem zycia nowych baterii i dotychczas uzywanych w kalkulatorach.

Uwaga: Dla a=0.01 mamy z(1-a)=2.33 co réwniez prowadzi do odrzucenia hipotezy H,
na rzecz hipotezy H,, tym razem na poziomie istotnosci a=0.01
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Testy istotnosci dla wartosci oczekiwane|

Badana cecha X populacji ma rozktad normalny A (u,6) o nieznanych pi 6. Do
weryfikacji hipotezy H,: p = p, wykorzystujemy statystyke:

X= W,
sX/\/ﬁ

ktora przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma rozktad S, 4(t).

[ =

H. alternatywna Hy: p=p,<p, Hi: p=p>py, H.: p=p,#p,

(oo, -t(1-0/2, N-1))
U (I(1-0v/2, n—1), o)

Zbiér krytyczny | (=0, —t(1-a, n-1)) | (t(1-a, N=1), o)

1 I LI l LI i l L) LI

4 4
t

2 4 -4 -2 0 -2 0 2 4
t{1-c.n) t t{cen) t{o'2.n) t{l-ot2.m) t
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Testy istotnosci dla wartosci oczekiwane;

Przyktad: Standardowy Srodek znieczulajgcy zaczyna dziata¢ srednio po n=10.5 min od
chwili podania. Producent nowego srodka znieczulajgcego twierdzi, ze jego specyfik
dziata ,zdecydowanie szybciej”. Dentysta aplikuje nowy srodek N=10 pacjentom,
mierzac czas (w min) po ktorym pacjent przestaje odczuwac bol: 9.3, 9.5, 9.2, 9.0, 9.3,
9.5, 9.4, 9.3, 9.2, 9.1.. Poniewaz wiadomo, ze rozktad czasu po ktorym zaczynat dziata¢
dotychczas stosowany srodek jest normalny, wiec mozna przypuszczac, ze rozktad ten
dla nowego srodka tez jest normalny. Sprawdzi¢ na poziomie istotnosci a=0.01 czy nowy
srodek dziata szybcie;j.

m Hy:p=10.5min, H;:p<10.5 min

. o=0.01, t(1-a,v-1)=2.821

n < 10 :
f = X—H, _928-10.5
s, /n 0.1619
" P=P(t<t|H,)=P(t<-2261|H,)=0
W = (—o0,—t(1-a,n—1)) = (-0, —2.821)
Poniewaz P < a (t € W) wiec odrzucamy hipoteze H, ha rzecz hipotezy H,.

s =1V x=28_928mn s :\/L (x —X)* =0.1619 min

J9 = -22.61
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Testy istotnosci dla wartosci oczekiwane;

Badana cecha x populacji ma dowolny rozktad o nieznanych wartosci oczekiwanej
u i skonczonym o. Duza (n 2 100) probka. Do weryfikacji hipotezy Hy: p = p,
wykorzystujemy statystyke: X— 1,

Z =

SX/\/H

ktéra przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma rozktad N (0,1).

H. alternatywna Hy: p=p,<p, Hi: p=p,>p, Hy: p=p,#,

(—o0, —Z(1—0t/2))
U (Z(1-a/2), o)

Zbiér krytyczny (—o=,-Z(1-)) (Z(1-a), =)

Przyktad: Na podstawie obserwacji przez n=315 dni w roku, stwierdzono, ze srednie
dzienne zuzycie wody w fabryce wynosi X =1029 m?, a wariancja S)Z( =191 m°®. Zwery-
fikowac na poziomie istotnosci o = 0.01 hipoteze H,: 1 = 1000 m?3 wobec hipotezy
alternatywnej H,: p > 1000 m?.

a=0.01, 2(1-a)=2.33, W= (z(1-a), %)= (2.33, )

_Xomy _1029-1000 ;e oo

7= =
s /Jn 191

Poniewaz z € W wiec odrzucamy na poziomie istotnosci o = 0.01 hipoteze H, na rzecz hipotezy H,.
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Testy istotnosci dla wariancji

Badana cecha X populacji ma rozktad normalny A (u,6) o nieznanych pioc. Do
weryfikacji hipotezy H,: 6 = 6, wykorzystujemy statystyke:

ktora przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma rozktad 2, ,(u).

H. alternatywna

H,: 6 = 0,<0, H,: 6 = 0,>0,

Hi:0=0,#0,

Zbior krytyczny

0, U(a, N=1)) | U-a, N-1), o)

0, u(a/2, n-=1)) U
(U(1-0/2, n—1), o)

02 I T 1 T l 0.2

ouin., -,
|18 12
o5 Sots

01 0.1

0.06

0
u{o,n)

| 0 0 10
u u{l-c¢,n) u u{cd2,n) u{l-o2,n) 1
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Testy istotnosci dla wariancji

Przyktad: Producent twierdzi, ze pojemnik zawierajacy 355 ml soli dietetycznej zawiera
jedynie 35 mg sodu. Aby zagwarantowac te dane, w procesie produkcyjnym utrzymywa-
ne sg warunki, takie aby zawartosc sodu w soli miata rozktad normalny o u=34.5 mg
oraz 6=0.24 mg. W procesie kontroli losuje sie n=10 pojemnikow i sprawdza, na pozio-
mie istotnosci a=0.05, czy odchylenie standardowe jest wieksze niz 0.24 mg. Jesli tak to
proces produkcyjny jest zatrzymywany i odpowiednie poprawki sg wprowadzane.

W jednym z testow uzyskano S, —0.29 mg. Czy proces produkcyjny powinien zostac
zatrzymany?

s H,;0=0.24mg, H,;:5>0.24mg

= 0=0.05, n=10, u(l-o, n-1)=u(0.95,9)=16.92

o (n-1)s, (10-1)x0.29°
G, 0.24°

0

=13.14

" P=Plu>u|H,)=Pu>13.14|H,)=0.156 W = <u(1—a,n—1),+oo) =<16.92,+oo)

Poniewaz P > a (u ¢ W) wigc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,,.
Oznacza to, ze na poziomie istotnosci =0.05 odchylenie standardowe probki nie jest
znaczgco wieksze od wymaganego ¢=0.24 mg.
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Testy istotnosci dla wariancji

Przyktad: Korzystajac z danych z poprzedniego przyktadu, przeprowadzi¢c dwustronny
test na poziomie istotnosci a=0.05.
m Hy:0=0.24 mg, H,:c+0.24 mg

s 0=0.05, n=10, u(a/2,n-1)=u(0.025,9)=2.70, u(l-o/2,n—1) = u(0.975,9) =19.02

= W =(0,-u(a/2,n-1))U({u(l-a/2,n-1),+o) = (0,2.70) U (19.02,+wx)

Poniewaz u € W wigc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,. Oznacza to, ze na poziomie
istotnosci a=0.05 odchylenie standardowe probki nie jest znaczaco rozne od c=0.24.

Badana cecha x populacji ma rozktad normalny A (u,6) o nieznanych pi c. Duza
probka (n250). Do weryfikacji hipotezy H,: =6, wykorzystujemy statystyke:

_ \/Z(n —21)s§ T3

Oy
ktora przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma rozktad MNO,1).

H. alternatywna H,: 6=0,<0c, H,: 6=6,>0, H,: 6=0,#0,

(=, —Z(1-a/2))
U (Z(1-0/2), =)
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Testy istotnosci dla wariancji

Przyktad: Do tarczy oddano n=50 strzatow. Mierzac odlegltosci trafien od srodka tarczy
okazato sie, ze ich wariancja jest rowna 3)2( =109.5 cm?. Zaktadajac, ze odlegtosci te
maja rozktad normalny, zweryfikowac na poziomie istotnosci a=0.05, hipoteze

H,: 6°=100 cm? jesli hipoteza alternatywna jest H,: 6°>100 cm?.

s H,6°=100cm?  H,: 6°>100 cm?

a=0.05, n=50, Z(1-o)=z(0.95)=1.64
2(n-1)s] - .
z=\/ (N=DS, _ 03 =\/2X(50 1(}())”09 > _[2x50-3 2051
Gy
W =(7(1-a),+o0) = (1.64,+0)
Zz & W a wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,. Oznacza to, ze na poziomie
istotnosci a=0.05 odchylenie standardowe probki nie jest znaczaco rozne od c=100.

Rachunki z wykorzystaniem statystyki y>:
m 0=0.05, n=50, U(1l-o,n-1)=U(0.95,49)=66.34
o (n-1)s _(50-1)x109.5
o2 100

" W =(u(l-a,n-1),+0) =(66.34,+x) = ugWw

=53.66
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