


Przedziat ufnosci dla stosunku wariancji

+ Rozwazmy dwie niezalezne probki losowe z rozktadow normalnych,
odpowiednio AN, (u,,6,) i No(11,,6,) 0 hieznanych parametrach p i .

u/(n,—-1) s,/ o,

Wiemy, ze statystyka F = — podlega rozktadowi

u,/(n,-1) " & /c?
F Fishera-Snedecora o (n,—1, n,—1) stopniach swobody.

Korzystajac z kwantyli rozktadu F znajdujemy:

s /o]
P f(ﬁ,nl—l,n2—1)< 4 1<f(1—ﬁ,n1—1,n2_1) =1-a

2 s. | o) 2

1

Fn,m(ﬂ

0.8

0.6 (n,m) stopni ]

o )
g S bod
| 0.0.0.4.:.:.:.:.;.. swoboay
et ts ity

04

0.2

l—hhlll

f(o/2,n,m) f(1-0/2,n,m)
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Przedziat ufnosci dla stosunku wariancji

a stad przedziat ufnosci dla stosunku warianciji:

1 S, o 1 S,

o s o S (o s

f 1—2,n1—1,n2—1 X, 2 f 2,n1—1,n2—1 X,
1 s,/o;

Poniewaz statystyka F' = = = — ma rowniez rozktad F, ale o liczbie stopni

F s/co?
swobody (n,—1,n,—1), wiec pomiedzy kwantylami rozktadu F zachodzi zwigzek:

1
- f(1-p,n,-1,n,-1)

f(p.n,~1,n,~1)

: . 27 2 : o .
a stad przedziat ufnosci dla O, / O, mozna zapisaC w postaci:

SZ 2 SZ

1 R <f(1—ﬁ,n2—1,n1—1) "

f(l—a‘ n—1,n —1) S, 02 2 S
2’ 1 1772

X2
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Weryfikacjarhipotezy o rownoesci wariancyi

Dane sa dwie populacje, w ktorych badana cecha x ma rozktady normalne
N (u4,6,) i M (u,,0,) 0 nieznanych parametrach. Do weryfikacji hipotezy H,:

c; = o, na podstawie dwaoch niezaleznych prob prostych o licznosciach
odpowiednio n, i h, pobranych z tych populacji, wykorzystuje si¢ statystyke:

F

_u/(n-1) _S./o

Tu,/n,-1) " & /c?

_ 2 2

SZ

X1

SZ

X2

ktora przy zatozeniu prawdziwosci H, ma rozktad F o (n,—1, n,—1)

Gdy hipoteza alternatywna jest H,: Gf 7 cj wtedy jako statystyke
testowg wykorzystujemy:

max(si1 Sy, )

F, =max(F,F')=

min(sﬁl,siz)

H. alternatywna

2 2
H,: o] <0,

2 2
H;: o] >0,

2 2
H,: o] #0,

Zbior krytyczny

(f(1-a, n,—1, n;—1), 00)

(f(1-a, n;—1, n,—1), 00)

(f(1-a/2, n-1, n,—1), 00)

n, - liczba stopni swobody statystyki (licznik) max(sj1 S )

X2

n,, - liczba stopni swobody statystyki (mianownik) min(sjl ,siz)
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Przedziat ufnosci dla stosunku wariancji

Przyktad: W celu zbadania wptywu melatoniny na bezsennos¢ podano dwom grupom
pacjentow rozne dawki tego hormonu (odpowiednio 5 mg i 15 mg) i zmierzono czas do
momentu zasniecia (okreslony na podstawie rejestracji fal mézgowych)

Uzyskano nastepujace wyniki: Grupa | n, =10, X; = 14.8 min, S =4.36 min?

Grupa ll n, =12, X, =10.2 min S = 4.66 min?. Zaktadajac, ze populacje w obu przypa-
dkach maja rozk’fady normalne, znajdz 90% realizacje przedziatu ufnosci dla stosunku

wariancji. 1436 61 310,436
f(l—%,nl—l,n2—1)=f(0.95,9,11);2.90 290 4.66 o’ 4.66
2
f (1—%,n2—1,n1—1)= f(0.95,11,9) = 3.10 032<G—<290
2

Zweryfikowac na poziomie istotnosci a=0.01 hipoteze o rownosci obu wariancji wobec
hipotezy alternatywnej, mowiacej, ze wariancje obu rozktadow sa rozne.

= H,:ol/c;=1 H, oi/c;#1 a=0.01, n;=10, n,=12

max(s;,s;) _ 4.66
min(s,s;) 4.36

s W=(f(1-a/2,n,-1,n -1),+0) = (0.995,11,9),+w) = (6.33,+o)

Poniewaz f & W wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy HQ.

. f- ~1.07
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P. ufnoesci dla roznicy wartosci oczekiwanych

Dane sa dwie populacje, w ktérych badana cecha X ma rozktady normalne
N (uy,6,) i N (1,,6,) 0 znanych 6, i 6, | nieznanych i

Wiemy, Ze statystyka: X, —X,— (1, — 1)
\/02 / n, +oc. / n

ma standaryzowany rozktad normalny A/ (0,1).

Korzystajgc z kwantyli rozktadu normalnego znajdujemy:

P[Zm ch/n (+u;2/n - <Z(1‘E)]=1‘“

2 2 2 2
— o) [0 O, _ o) |0 O,
xl—xz—z(l—ij n_+n_<”1_”2<xl_xz+z(1_5) ot

1 2
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Hipoitezy o rownoescilwartiosci oczekiwanych

Dane sa dwie populacje, w ktérych badana cecha X ma rozktady normalne
N (u4,6,) i N (u,,6,) 0 znanych o, i 6, i hieznanych p, i p,. Do weryfikacji

hipotezy H,: 1,=p, na podstawie dwéch niezaleznych prob prostych o licz-
nosciach odpowiednio n, i h, pobranych z tych populacji, wykorzystuje sie
statystyke:

X1_¥2_(“1_“2)_ X;— X,

= = : = =
\/Gf/”ﬁﬁi/nz H o HZH \/Gf/”ﬁci/”z

ktora przy zatozeniu prawdziwoSci hipotezy H, ma rozktad N (0,1).

W zaleznoSci od hipotezy alternatywnej H, zbiér krytyczny W ma postac:

H. alternatywna H.: p<p, H: u>p, H.: n#p,
(—00, —Z(1-0/2))
Zbior krytyczn —00 —Z(1-a 1-a), 00
ytyczny | (-90,-Z(1-a)) (Al=0), @) 1—a2), 00)
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Hipoitezy o rownoescilwartiosci oczekiwanych

Przyktad: Znajdz 95% realizacje przedziatu ufnosci dla roznicy wartosci oczekiwanych
populacji normalnych o nieznanych wartosciach oczekiwanych i znanych dyspersjach
0,=0.73 i 5,=0.89 z ktorych pobrano proby losowe uzyskujac nastepujace wyniki:

n, =25 X =69 n, =20 X, =6.7

(0.73)° | (0.89)° _

(0.73)° .\ (0.89)°
25 20

25 20

69-6.7-1.96- W —H, <6.9-6.7+1.96-

—028<p, —p, <0.68

Przyktad: Dane jak w poprzednim przyktadzie. Przetestowac na poziomie istotnosci
o=0.05 hipoteze H,: pn,=pn, wobec hipotezy alternatywnej H,: p,#p, .

n=25  X,=69 c, =0.73 n,=20  X,=67 c, =0.89
a=005 =  z(1-o/2)=20.975)=1.96
W = (—00,-1.96) U (1.96,c0)

71_Y2

Z=—— - =0.81 = zg W = akceptujemy hipoteze H,
\/Gl/nl +02/n2

M. Przybycien Rachunek Prawdopodobienstwa i Statystyka Wyktad 14-8



P. ufnoesci dla roznicy wartosci oczekiwanych

Dane sa dwie populacje, w ktérych badana cecha X ma rozktady normalne
N (uy,6,) i N (1,,6,) 0 nieznanych Srednich p, i p, oraz nieznanych ale jed-

nakowych dyspersjach o, i 6, (6,=0,). Wiemy, zZe statystyka:

t = X=y—-(1, — 1) R X=y—=(p, — 1)
— — n,=n, —»oo 2 2
e o e A
1 2 2 1

ma rozktad Studenta o n,+n,—2 stopniach swobody.
Wprowadzajgc oznaczenie:
_ n, +n, -1, n-1, R 2, 2
SX'y_\/nl+n2—2\/ n, F n, ¥ ThaEnow  VXTY
oraz korzystajac z kwantyli rozktadu Studenta znajdujemy:

P(t(%’nl+n2_2)< X1_X2;(u1_u2) <t(1_%’n1+n2_2)j=1—a
X-y

a stad:

xl—Yz—t(l—%,nl +n, —ZJ&X_y <p,—U, <i1—iz+t(1_
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Hipoitezy o rownoescilwartiosci oczekiwanych

Dane sa dwie populacje, w ktorych badana cecha x ma rozktady normalne
N (uy,6,) i N (1,,6,) 0 nieznanych Srednich p, i p, oraz nieznanych ale jed-
nakowych dyspersjach ¢, i 6, (6,=0,). Do weryfikacji hipotezy H,: p,=p, na
podstawie dwoch niezaleznych prob prostych o licznosciach odpowiednio
n, i n, pobranych z tych populacji, wykorzystuje si¢ statystyke:

t= Xy

n, +n n, —1 n, —1
1 2 1 Sé+ 2 S;

ma rozktad Studenta o n,;+n,—2 stopniach swobody (ozn. N = n,+n,)

H. alternatywna H: p=p,<p, Hy: p=p,>p, H: p=p,#p,

—00, —t(1-a/2, N-2
Zbior krytyczny | (—00,—t(1-a, N=2))| (t(1—a, N-2), o) &(t(]—a(/Z I(\)IL—Z) oo))>

Uwaga: W przypadku licznych probek (n,230 i n,230) kwantyle rozktadu
Studenta przyblizamy kwantylami rozktadu normalnego.

M. Przybycien Rachunek Prawdopodobienstwa i Statystyka Wyktad 14-10



Hipoitezy o rownoescilwartiosci oczekiwanych

Dane sa dwie populacje, w ktérych badana cecha x ma rozktady normalne
N (uy,6,) i N (1,,6,) 0 nieznanych Srednich p, i p, oraz nieznanych, dysper-
sjach o, i 6,. Do weryfikacji hipotezy H,: n,=p, na podstawie dwoch nieza-
leznych préb prostych o licznoSciach odpowiednio n, i n, pobranych z tych
populacji, wykorzystuje sie statystyke Cochrana - Coxa:

t_x—y Pl A X— 7
SX—V nlgnz—)w S§+S§

X

Kwantyle rze€du p zmiennej C:

(on.n=(F (oo Juon-n) /(3]

1 2

H. alternatywna H: p=p,<p, Hy: p=p,>p, H,: p=p,#p,

(—w,—C(l _a/zanllnz) >

Zbior krytyczn —00,—C(1—-a,n,,n ¢(1-a,n,,n,), 00
ytyczny ( C( p | <c( 1N) ) U ( C(1—a/2,n4,n,), 00)
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Réznica wartosciioczekiwanych -przykiady

Przyktad: W celu zbadania wptywu snu na zdolnos¢ zapamietywania wybrano losowo
dwie grupy, kazda po n=15 osob i kazdej z nich zaprezentowano film dokumentalny

0 zyciu zwierzat w Arktyce. Pierwszej grupie pokazano film o 19:00, a nastepnie po
przespanej nocy, o 7:00 zadano 50 szczegotowych pytan dotyczacych filmu. Drugiej
grupie film pokazano o 7:00, a nastepnie po catodziennej normalnej aktywnosci, za-
dano identyczne pytania o 19:00. Srednie liczby poprawnych odpowiedzi oraz ich od-
chylenia standardowe wyniosty odpowiednio: X, =37.2, § =3.33, X, =35.6, si =3.24.
Zaktadajac, ze obie populacje majg rozktady normalne oraz, ze Gf - Gi znajdz 95%
realizacje przedziatu ufnosci dla réznicy wartosci oczekiwanych i —LL,.

a=005 n=15 = t(l—%,n+n—2)=t(().975,28)=2.()48

14 3.33 N 14 3.24
15 15 15 15

X-X,=3712-356=16 s _, = \/ gg\/ — 0.662

1.6-2.048x0.662 <y, —p, <1.6+2.048x0.662 =  024<p, —p, <2.96
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Réznica wartosciioczekiwanych -przykiady

Przyktad: Dane jak w poprzednim przyktadzie. Wykonaj obustronny test hipotezy
Ho: ny=p, na poziomie istotnosci a=0.05.

X, =37.2 s =333 X, =35.6 s =3.24
u H03H1=Hz Hl:u1¢u2

m a=005 n=n,=n=15 = t(l—%,n+n—2)=t(0.975,28)=2.048

B W=(—oo,~t(1-a/2,n +n,=2))U(t(1-a/2,n, +n, —2),00) = (—0,-2.048) U (2.048 )

e ae e _ [30 (14333 14324
n X,-X,=372-356=16 Sil-Xz‘\/zs\/ls 15 g = 0.662
t_Yl_YZ 16
s 0.662

1—X2

=242

Poniewaz t € W wigc na poziomie istotnosSci a=0.05 odrzucamy hipoteze H, na rzecz

hipotezy alternatywnej H,.
Oznacza to, ze na poziomie istothosci a=0.05 obie wartosci oczekiwane sg rozne.
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Weryfikacja hipotezy o wskazniku struktury

Badana cecha X populacji ma rozktad dwupunktowy o nieznanym parame-
trze p. Do weryfikacji hipotezy H,: p=p, wykorzystujemy wskaznik struktury
z proby, k/n, gdzie k oznacza liczbe elementow wyréznionych w probie o
licznoSci n.

Gdy licznoSC préby n=100, do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke
testowa: K—np,

=
Jnpy(1- )
ktora przy zatoZeniu prawdziwoSci hipotezy H, ma rozktad N (0,1).

Dla matej proby (n<100) najpierw stosujemy przeksztatcenie: ¢ =2arcsin \/%

Poniewaz przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H,, zmienna losowa ¢
ma w przyblizeniu rozktad N/ (2arcsin \/po, 1/vn), wi€c zmienna

z=(2arcsin\/%—2arcsin p(,)\/ﬁ

ma w przyblizeniu standaryzowany rozktad N (0,1).
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Weryfikacja hipotezy o wskazniku struktury

W zaleznosci od hipotezy alternatywnej zbior krytyczny W ma postac:

H. alternatywna H.: P=P:1<Po H.: pP=P:>Po H.: P=P1#%Po
(-0, —Z1-a/2))
U (Z(1-0/2), )
Przykiad: Z partii butelek dostarczonych do mleczarni sprawdzono 900 butelek i znale-
ziono wsrod nich 18 butelek wybrakowanych. Zweryfikowac na poziomie istotnosci

a=0.05, hipoteze, ze procent butelek wybrakowanych jest rowny 3%, wobec hipotezy
alternatywnej mowiacej, ze wybrakowanych butelek jest wiecej.

" H,:p=p,=0.03 H,: p=p, >0.03
= a=0.05 Zz1-a)=20.95) = 164

= W =(z(1-a),)=(1.64,0)
_ k=np,  18-900x0.03
7= =

Jnp,(1-p,)  /900%0.03x0.97

Zbior krytyczny | (—00, —z(1-a)) (Z(1-a), ©0)

=-1.76

Poniewaz z ¢ W wiec na poziomie istotnosci a=0.05 nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H,.
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Hipotezy o rownosci wskaznikéw: struktiury.

Badana cecha x w dwéch populacjach ma rozktad dwupunktowy z para-
metrami p, i p,. Weryfikujemy hipoteze H,: p,=p, .

Gdy licznoSci obu préb n,, Nn,2100, do weryfikacji hipotezy H, stosujemy
statystyke testowa: k, k,

n n

\/p(l— p)(rt+ nlzj

+ P - S
gdzie p= ﬁ, ktora przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma
1 2

rozktad asymptotycznie normalny A/ (0,1).

Gdy licznoSci obu préb nie sg duze, wykorzystujemy statystyke:

.|k .1k n,n
z=(2arcsm 1—2arcs.|n\/2]\/12
\/ n, n, |\'n +n,

ktora przy zatozeniu prawdziwosSci hipotezy H, ma w przyblizeniu
standaryzowany rozktad A (0,1).
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Hipotezy o rownosci wskaznikéw: struktiury.

W zaleznosci od hipotezy alternatywnej zbior krytyczny W ma postac:

H. alternatywna H: p1<p, H.: p;>p> H,: p1#P,
(-0, —Z1-0/2))
U (Z(1-w/2), o)
Przyktad: Przez okres czterech tygodni stawiano proghozy meteorologiczne dwiema
roznymi metodami. Prognozy stawiane pierwsza metoda okazaty sie trafne w 21 dniach,
drugg zas w 17. Czy na poziomie istotnosci a=0.05 mozna twierdzic, ze pierwsza z metod
jest lepsza od drugiej?

" Hy:p =D, Hi:p, > p,

= a=0.05 n=n,=n=28, k=21, k,=17, 2z(1-a) = 7(0.95) = 1.64

= W =(z(1-a),0)=(1.64,0)

m z=|2arcsin h—Zarcsin K, Ny _ 2arcsin4/£—2arcsin«/1—7 1/§;1.15
n, n, \'n,+n, 28 28 |V 2

Poniewaz z ¢ W wiec na poziomie istothosci a=0.05 nie ma podstaw stwierdzenia,
ze pierwsza metoda jest lepsza od drugie;j.

Zbior krytyczny | (—o00, —Z(1-a)) (Z(1-a), 00)
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Testy zgodnosci

Testem zgodnosci nazywamy test do weryfikacji hipotezy (prostej lub ztozonej)

dotyczacej zgodnosci pomiedzy rozktadem zbioru wartosci w probie i rozkladem
teoretycznym.

Przyktad: Niech X4, ..., X, beda wartoSciami proby losowej pobranej z populac;ji
0 hieznanej dystrybuancie. Wysuwamy hipoteze:
H,: {dystrybuanta badanej cechy jest F,(X)},
lub H,: {gestosScia p-twa badanej cechy jest f,(X)} dla zmiennej ciagtej,
lub H,: {funkcja p-twa badanej cechy jest P(x=x,)=p,} dla zmiennej skokowej.

Powyzsze hipotezy okresla sie jako nieparametryczne.

W zaleznosci od tego czy F, f,, P sa funkcjami catkowicie okresSlonymi
czy tez zaleznymi od nieznanych parametrow mowimy o hipotezach
prostych lub ztozonych.

Najczesciej wykorzystywanym testem zgodnosci jest test x2 Pearsona.
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Tiest 2 Pearsona

Weryfikujemy hipoteze H,: F,(x) gdy F, jest catkowicie okreslona.
Probke danych dzielimy na k klas konstruujgc tzw. szereg rozdzielczy.

Nr klasy 1 2 k
Granice klas (Jor 990 (94, 9 (91s 9
Licznosci n. _
doéwiadczaI:ne Ny L. Ny 2 n=n
Licznosci np, np, np, - S npe = n
teoretyczne o

Jesli hipoteza H, jest prawdziwa to p-twa p, Zze badana cecha x przyjmie wartos¢

nalezaca do i-tej klasy mozna wyznaczy¢ z zaleznosci: p. =F,(9,)-F,(9.,)
Jako miare rozbieznosci pomiedzy pomiarami a przewidywaniami teore-
: L .- : k 2
tycznymi przyjmujemy wartos$é statystyki: : (N, —np)
X —Zl', =

zaleznej od zmiennych losowych N, ktorych wartosci n, spetniaja warunek
2n=n. Dla n-> 0 podlega ona rozktadowi %2 o k—1 stopniach swobody.
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Tiest 2 Pearsona

Zbiorem Kkrytycznym testu jest W = (u(1—a,n), +0). JeSli obliczona na pod-
stawie danych warto$C statystyki y € W wéwczas hipoteze H, odrzucamy
na poziomie istotnosci a.

Przyktad: W 200 rzutach monetg 115 razy wypadt orzet i 85 razy reszka. Sprawdzi¢ na
poziomie istotnosci a=0.01 i a=0.05 hipoteze, ze moneta jest uczciwa.

n, =115 n, =85 p,=05 p,=0.5 K=2
. ) . 2 . 2 . 2
Z (N, npI Z (n.—200p ) _ (115-100) N (85-100) _45
200 p 100 100

a=005 = ul-o,k-1)=u(0.951)=384 = W =(3.84,)
Poniewaz xfj e Wwiec na poziomie istotnosci a=0.05 odrzucamy hipoteze,
ze moneta jest uczciwa.
a=001 = ul-o,k-1)=u(099,1)=663 = W =(6.63,x)
Poniewaz xfj ¢ Wwiec na poziomie istotnosci a=0.01 nie mamy powodu zeby
odrzucic hipoteze, ze moneta jest uczciwa.
Stwierdzamy, ze zaobserwowane wyniki sg prawdopodobnie znaczace i ze moneta

prawdopodobnie nhie jest uczciwa.
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Tiest 4% Pearsona

Przyktad: Wyznaczono liczby btedow przy korekcie n=500 stronicowej ksigzki i otrzy-
mano nastepujgce wyniki:

Liczba btedow b, 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Liczba stron n; 67 139 | 134 | 90 44 15 6 4 1

Zweryfikowac na poziomie istotnosci a=0.05 hipoteze, ze liczba btedow na stronie
ma rozkiad Poissona.
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Wiemy, ze nieobcigzonym estymatorem parametru p jest: X =%
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a=005 = ul-o,k-1)=u(0.95,8)=15507 = W =(15.507,c)

Poniewaz xi ¢ Wwiec na poziomie istotnosci a=0.01 nie mamy powodu aby odrzucié
hipoteze, ze rozktad liczby btedow na stronie ksigzki jest rozktadem Poissona o u=2.
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