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Nieparametryczny przedziat ufnosci

W przypadku gdy nie wiadomo z jakiego rozktadu pochodzi prébka losowa (np. mata
prébka - nie mozna skorzysta¢ z CTG) znajdujemy przedziaty ufnosci dla wielkosci, ktére
nie s3 parametrami zadnych konkretnych rozktadéw p-twa.

Przedziat ufnosci dla mediany mg 5 rozktadu ciggtego zmiennej X:

Dla prébki losowej prostej, z1, 2, ..., Tn, Z populacji o medianie mo.5 mamy:

P(X > mps5)=P(X <mos) = %

Niech n_ oznacza liczbe elementéw préby losowej mniejszych od mg.5.
Poniewaz, n_ podlega rozktadowi B,,_ (n,p = %) wiec dla ustalonego p-twa o mozna
znalez¢ takie a i b, ze:

L /n\ f1\i 1\ “~/n\ /1\" «
- < = — - = = = =
Pln-<a@)=) (z) (2) (2) 2 <z> (2) 2
iio ) ) iio
n 1\ /1\"* n I\" «
P(n_ >0b) = = = = = I
(n-2b) z_; (z) (2) (2) Z_; (z> (2) 2
Wartosci a i b wybieramy tak, aby obliczone p-twa byty jak najblizsze /2. Korzystajac
z uporzadkowanej prébki losowej, (1), ..., T(a), s T(v), ---» T(n), ZNAjdujemy przedziat

ufnoéci dla mediany: x(,) < mos < x(), gdzieb=n+1—a.
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Przedziat ufnosci dla mediany

Przyktad: W duzej firmie uzyskano nastepujace wyniki w rezultacie losowego sprawdzenia
wieku 20 pracownikéw: 24, 31, 28, 43, 28, 56, 48, 39, 52, 32, 38, 49, 51, 49, 62, 33, 41,
58, 63, 56. Znajdz na poziomie ufnosci 95% przedziat ufnosci dla mediany wieku
pracownikdéw tej firmy.
Porzadkujemy rosnaco liste wieku 20 losowo wybranych pracownikdéw:

24 28 28 31 32 33 38 39 41 43 48 49 49 51 52 56 56 58 62 63
Z tablic rozktadu dwumianowego dlan =20ip = % odczytujemy

P(X £5)=0.0207

A wiec dla a = 5 osiggamy warto$¢ prawdopodobienstwa najblizsza a/2 = 0.025.

Jako dolna granice przedziatu ufnosci nalezy wybrac piaty element w uporzadkowane;j
rosnaco liscie wieku pracownikéw, X5y = 32.

Podobnie znajdujemy gérna granice przedziatu ufnosci X(,,41-q) = X(16) = 56.
Przedziat ufnoéci na poziomie ufnoéci 95% dla mediany wieku pracownikéw to:
32 <mo.5 < 56
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Nieparametryczne testy hipotez dla pojedynczej préby

Rozwazmy na poziomie istotnosci « test hipotezy dotyczacej mediany mg 5.
Niech Hop : mo.5 = mo przy hipotezie alternatywnej Hi : mo.5 > mo.

Zaktadamy, ze préba losowa, 1, 2, ..., Tn, pochodzi z populacji o rozktadzie ciagtym,
tak aby P(X < m0,5) =0.5.

Jako statystyke testowa wybieramy, N T, oznaczajaca liczbe elementéw préby losowej
wiekszych od mg. Hipoteze Hy odrzucamy na rzecz hipotezy Hi, jedli wartoéé n™
statystyki testowej N spetnia relacje n™ > k, gdzie k wyznaczamy z warunku:

rov = =30 (1) (3) o
k

1=

Zbiory krytyczne dla innych hipotez alternatywnych maja odpowiednio postaé:

k
- 1 "
Dla Hy : mo.s < mo mamy NT Sk, gdzie Z (7;) (5) -«
i=0

Dla H; : mo.5 # mo mamy NT > ki, gdzie E (n) (%) — %
i
lub =k
I\" «
NT <k, gdzie ) (“) (7) -
— 7 2 2

W przypadku kiedy nie mozna osianaé doktadnie p-stw « lub «/2 nalezy tak wybraé
k (lub ki k1) aby p-twa byty mozliwie bliskie o (lub a/2).
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Test znakdéw dla mediany

Test znakdéw: na przyktadzie Hy : mo.5s = mo oraz Hy : mo.5 > mo:

@ zastepujemy wszystkie wartoéci w prébie losowej wieksze od mg przez znak +,
a mniejsze od mgo przez znak —; jesli w probie ktéras z wartosci jest réwna my,
to ja usuwamy, zmniejszajac jednoczesnie liczebnos¢ préby n,

@ niech n™ oznacza liczbe znakéw +; obliczamy p-two z rozktadu dwumianowego

o parametrach n oraz p = 3: v = P(N*t > n"),

@ jesdli v < « to odrzucamy hipoteze Hy na rzecz H;.

Przyktad (test znakéw): Dla nastepujacego zbioru danych eksperymentalnych:

1.51, 1.35, 1.69, 1.48, 1.29, 1.27, 1.54, 1.39, 1.45
przeprowadzZ na poziomie istotnoéci av = 0.05 test hipotezy Hy : mo.5 = 1.4 przy
hipotezie alternatywnej Hy : mo.5 > 1.4.

Zastepujemy wartosci w prébie losowej wieksze od 1.4 przez znak plus, a mniejsze przez
znak minus: + —++ — —+ — +

Dlan®™ =5, n =9 oraz p = § obliczamy v = P(N* >5) =05

Poniewaz v > 0.05, wiec nie ma powodu do odrzucenia hipotezy zerowej, tzn. mediana
nie jest wieksza od 1.4.
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Test znakdéw dla mediany - duza proba losowa

Jesli liczebno$é préby losowej jest duza, n > 10, mozna przyblizyé rozktad dwumianowy rozktadem
normalnym. Statystyka testowa, N1, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej Hp ma wiec
rozktad normalny o wartosci oczekiwnej p = np = n/2 oraz wariancji 62 = np(1 — p) = n/4.

Nt —-n/2 2Nt -
Zmienna losowa z = n/ = L, wiec rozktad NV(0, 1).

\/n/4 Vvn

W zaleznosci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postac:

Hp : mo.5s =mo, Hy:mos >mo, W= (z(a),+00)

Ho :mo.5 =mo, Hi:mos <mg, W = (-0c0,—2(a))

Ho :mo.s =mo, Hi:mos #mo, W= (—00,—z(a/2)) U (z(a/2),+00)
Przyktad: 15 pracownikom zlecono przyciecie krzewdw winogron. Efektywnos$¢ wykonanej przez
nich pracy mierzona liczba osobo-godzin/akr wynosita: 5.2, 5.0, 4.8, 3.9, 6.1, 4.2, 4.4, 5.5, 5.8,
4.5,4.2,5.3,4.9, 4.7, 4.9. Przetestuj na poziomie istotnosci a = 0.05 hipoteze, ze mediana
czasu potrzebnego na przycigecia 1 akra winogron wynosi 4.5 h, wobec hipotezy alternatywnej, ze
ta mediana jest wigksza.

@ Hp:mos =45, Hy:mops >4.5 «o=0.05
@ zapisujemy prébe losowa w postaci: +++ — 4+ — —++ — 4+ + ++

@ statystyka testowa: 2z = WT;" =16 ¢ W = (z(a),00) = (1.645, c0)

Poniewaz z ¢ W, wiec na poziomie istotnosci a@ = 0.05 nie ma powodu do odrzucenia hipotezy

Ho na rzecz hipotezy Hj.
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Test Wilcoxona

Test Wilcoxona stuzy do testowania hipotezy dotyczacej mediany i jest ulepszeniem testu znakéw.

@ W tescie rang Wilcoxona zastepujemy poszczegdlne elementy prébki losowej przez rangi
uporzadkowane zgodnie z wartosciami z; = |z; — mo|. Najmniejszej wartosci z; przypisujemy
range 1, itd. Jesli dwa rézne z; maja t3 sama warto$¢ to obu przypisujemy rangi Srednie.

@ Zastepujemy wszystkie z; przez ich rangi, a wartosciom w prébie losowej wiekszym od mg
przypisujemy znak " 4", a mniejszym od mg znak " —"; jesli w prébie ktéras z wartosci jest
réwna my, to ja usuwamy, zmniejszajac jednoczesnie liczebno$é préby n.

@ Niech W;g bedzie suma rang elementéw prébki losowej ktérym przypisano znak " +",

"

a W suma rang elementéw prébki, ktérym przypisano znak " —".
@ Uwaga: Test Wilcoxona moze by¢ stosowany tylko do rozktadéw ciggtych i symetrycznych.

@ W zaleznosci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postaé:
. — H + _
Hyi:mos5 >mo, W =(co00), gdzie PWy >¢)=a
Hy:mos5 <mg, W= (—o0,c), gdzie P(W; <o) =«

. o
Hi :mo5 #mo, W =(—o0,c1)U (c2,00), gdzie P(W; <ca)= P(W; >c2) = 3

@ Dla duzej prébki losowej (n > 20), rozktad W; przy zatozeniu prawdziwoéci hipotezy Hp ma
rozkfad normalny o wartosci oczekiwanej i wariancji:

EW] = in(n +1) oraz V[W{]= 2—14n(n +1)(2n+1)
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Test Wilcoxona

Wi —ewi]

VYWY

W zaleznosci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postac:

@ Zmienna losowa z = ma wiec rozktad N(0, 1).

Ho:mi =mo, Hi:mi>ma, W=(z(a),+00)
Ho:mi=mo, Hi:mi <ma, W=(—00,—z(x))
Ho:mi=mo, Hi:mi #ma, W=(—00,—2(a/2))U (z(a/2),+00)

@ Przyktad: W eksperymencie uzyskano dane: 1.51,1.35,1.69,1.48,1.29,1.27,1.54,1.39, 1.45.

Przetestuj na poziomie istotnosci o = 0.05 hipoteze, ze mediana wynosi mg = 1.4 wobec
hipotezy alternatywnej, ze jest rézna od tej wartosci.

o Ho :mo.5 = 1.4, H1 1Mmo.s5 ;ﬁ 1.47 a = 0.05

@ | Wartog¢ 151 | 1.35 | 1.69 | 1.48 | 1.29 | 1.27 | 1.54 | 1.39 1.45
z; = |x; —1.4] | 0.11 | 0.05 | 0.29 | 0.08 | 0.11 | 0.13 | 0.14 | 0.01 | 0.01
Populacja + — + + — — + — +
Ranga 55 3 9 4 5.5 7 8 1.5 1.5

° W;g =29, n=9, W= (—00,6) U (38,00), W;g ¢ W - nie ma powodu do odrzucenia
hipotezy Hyp.
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Nieparametryczne testy hipotez dla dwdch niezaleznych prob

Chcemy poréwnaé mediany, mj i mg, dwdch niezaleznych populacji o rozktadach ciagtych, na
podstawie, odpowiednio, n1 i n2 elementowych prébek losowych.

Niech N1, bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe elementéw z prébki 1.

Przy zatozeniu, ze mediany obu prébek s3 takie same (Hg : m1 = mg), zmienna Ny, ma rozkfad
hipergeometryczny (n1 + na = 2k):

+
= (2) () /(1) e

W zaleznosci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postacé:
Hi:mi >mo, W=/{(0,c), gdzie P(N1, < ¢) =«

Hi:mi <ma, W=/{cn1), gdzie P(N1p >¢) =«
. @
Hy:mi #ma, W=(0,c1)U(c2,n1), gdzie P(Nip < c1) = P(Nyp > c2) = 3
Dla duzych préb losowych, n1 > 5 i ng > 5, mozna skorzystaé z przyblizenia rozktadem Gaussa.
Niech teraz N i N;q beda zmiennymi losowymi oznaczajacymi, odpowiednio, liczby elementéw
ponizej (b) i powyzej (a) mediany w i-tej prébee (i = 1,2).
Standaryzujemy zmienng losowa N1, za pomoca wartosci oczekiwanej i wariancji:

Nani

Nanina Nj
E[N14] = - VI[N1a] = a2 Vo

n?(n—1)
gdzie Ng = Nig + Na2a, Ny = N1p + Nop, oraz n = ny + na.
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Nieparametryczne testy hipotez dla dwdch niezaleznych prob

Niq — E[N
Zmienna losowa 2z = Nia = £[Nia] ma wiec rozktad N (0, 1).

V/ V[Nid]
W zaleznosci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postac:
Ho:mi =mg, Hi:mi>mo, W=/ (z(a),+0)
Ho:mi=mo, Hi:mi <ma, W=(—00,—2(a))
Ho:mi=ma, Hi:mi#ma, W= (-00,—2(a/2))U (2(a/2),+00)
Przyktad: Dane na temat zuzycia opon (w tys. km) dwéch producentéw I i II:
I: 34,32, 37, 35, 42, 43, 47, 58, 59, 62, 69, 71,78, 84
IT: 39, 48, 54, 65, 70, 76, 87, 90, 111, 118, 126, 127
Przetestuj na poziomie istotnosci o = 0.05 hipoteze, ze mediana zuzycia opon od producenta II
jest wieksza niz opon od producenta I.
@ Hop:mjp =mo, Hi:mi <mga, o=0.05
@ Poniewaz n1 = 14 > 5 oraz ng = 12 > 5, wiec stosujemy przyblizenie normalne.
@ Znajdujemy: Nip =10, Nig =4, Nop =3, Nog =9, = N, =13, N, =13
@ Wyznaczamy: E[Niq] =7, V[Nia] = 1.68, ztest = —0.023, W = (—o0, —1.645)
o

Poniewaz ztest ¢ W, wiec nie ma powodu do odrzucenia hipotezy o réwnosci median w obu
prébach.

M. Przybycien (WFilS AGH) Statystyka matematyczna Wyktad 15 10 / 14



Test sumy rang Wilcoxona

Zatézmy, ze mamy n; elementowa prébke z populacji | oraz ng elementowa prébke z populcji Il

Testujemy hipoteze o réwnosci median (Hop : m1 = ma).

@ btaczymy prébki w jedna o liczebnosci m1 + na i porzadkujemy rosnaco, ale pamietajac, ktéry
element pochodzi z ktérej prébki.

@ Sumujemy rangi elementéw z prébki Il - niech ta suma bedzie réwna R.

© Obliczamy warto$¢ statystyki testowej Wilcoxona W = R — %TLQ(TLQ +1)

@ W zaleznosci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postaé:

Hy:mi >ma, W=(c00), gdzie P(W >¢) =«
Hy:mi <ma, W=/(0,c), gdzie P(W <¢) =«
Hi:mi #mo, W =(0,c1)U (c2,nin2), gdzie P(W<e1) = P(WQCQ)Z%

Przyktad: Ceny opon (w USD) podobnego typu dwéch producentéw wynosza odpowienio:
I:85,99, 100, 110, 105, 87 oraz II:67, 69, 70, 93, 105, 90, 110, 115

Wykonaj test sumy rang Wilcoxona z o = 0.05 do zweryfikowania hipotezy o réwnosci median,
przy hipotezie alternatywnej, ze mediany sa rézne.
@ Hop:mj =mo, Hi:mi#mz, a=0.05 n =6 ny=28

@ [ Wartos¢ 67 | 69 | 70 | 85 | 87 | 90 | 93 | 99 | 100 | 105 | 105 | 110 | 110 115
Populacja | Il 1l Il | | 1l 1l | | | 1l | 1l 1l
Ranga 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10.5 | 10.5 | 12,5 | 125 14

@ R=56 = W =20 = W ¢ (0,9) U (38,48)
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Statystyka porzadku

Niech X1, X2, ... beda zmiennymi losowymi o rozktadzie zadanym dystrybuanta F'(z).

Definicja: Dla k = 1,2,...,n niech X(;) oznacza k-ta najmniejsza wartos¢ sposréd X1, Xz, ..., Xn.
Wéwczas niemalejacy ciag (X(1), X(2), ...,X(n)) nazywamy statystyka porzadku, a X () k-ta
zmienng w porzadku.

Whiosek: Statystyke porzadku otrzymuje sie z nieuporzadkowanej prébki poprzez permutacje

taka w wyniku ktérej mamy: X (1) < X(2) <+ < X(p)

Uwaga: Statystyka porzadku zalezy takze od n: X(k) Jest k-ta najmniejsza wartoscia sposréd n
zmiennnych X1, Xa, ..., X,;,. Czasem stosuje sie bardziej precyzyjna notacje Xi.n, X2:n, s Xnin-

Wartosci ekstremalne i ich rozktady:

X(l) :min{Xl,Xz,.,.,Xn} oraz X(n) zmax{Xl,Xg,...,Xn}

Fx, (@) = 1-P (X >2) =1-P(X1 >2,X2 >2,..X, > ) =

1_Hp(xk>x):1f(1fp(;p))"

k=1
n
Fx,, () = P(X1 <2,X2 < ,..Xn < 2) = HP(Xk <z) = (F(z)"
k=1

Dla rozkfadéw ciagtych znajdujemy funkcje gestosci prawdopodobienstwa:

Fxpy @ =n( - F@)" fa) oraz fx,, (@) =n(F)"" f(z)
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taczny rozktad ekstremow

Przyktad: W biegu na 100 metréw czasy uzyskiwane przez zawodnikéw na poziomie olimpijskim
maja rozktad ptaski na przedziale (9.6, 10) sekund. W finale uczetniczy 8 zawodnikéw. lle wynosi
prawdopodobienstwo, ze zwyciezca pobije dotychczasowy rekord 9.69 s?

F(z)=25c-24 = Fx, (z)=1-(25-250)° = p=Fx, (9.69)~0.8699
Twierdzenie: taczna gestos¢ prawdopodobieristwazmiennych X1y i X(,,) dana jest przez:
n(n—1) (F(y) — F(z))" 2 z), dlaz <
o o) = { 20D EW =P 1010 y

dla pozostatych (z,y)
Dowéd:

P (X(l) >z, X(n) < y) =Px<Xx<y k=1,2,..,n) =
=[[Pe<Xe<y)=F@-Fa@)", daaz<y
k=1
P (X S Xy <) + P (X > 0 Xy <) = P (X <)

Fx 1y X(n) (@:9) = Fx(,,(y) = P (X(1) >z, Xy < y) =

_ {(F(y))"*(F(y)*F(z))", da 2 <y
(Fy)", dla z>y

Aby otrzyma¢ funkcje gestosci nalezy obliczyc pochodna po = i y.
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taczny rozktad ekstremoéw, zakres

Gestos¢ prawdopodobiefistwazmiennej losowej Ry = X(,,) — X(1) znajdujemy jako rozkfad
brzegowy dwuwymiarowej zmiennej (R, U = X(1)):

9]

fr, (r) =n(n—1) / (Flu+7)— F)" 2 f(u+7r)f(u)du, dla r>0

J —oo

Przyktad: Dla zmiennej losowej X € u(0,1) mamy:

1—r
fRn(r):n(n—l)/ (utr—uw) 2. 1-1-du=nn-1)r""2(1-r), 0<r<l
0

n—1
n+1

Warto$¢ oczekiwana: & [Ry] =
Przyktad: Niech X1, X2, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
wykfadniczego £(z; \) = Ae™**. Znajdz (a) fx(l),X(n)(iIJ,y). (b) fr,, (1).

n—2

Xy Xy (@y) = n(n—1) (1 —eTN —(1- e7>‘z)) Ae™M L \e AT =

n(n —1)A2 (e*>‘z — ef)‘y)n72 e et da o<z <y

fr, (1) = n(n — 1)>\2/ (e*A“ - e*>‘(“+’"))n_2 e MUt gy =
0
= (n—1))\2 (1 — e’”)n72 e, dla r>0
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