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Statystyka - podstawowe pojecia

Statystyka — nauka zajmujgca sie planowaniem badan, a takze zbieraniem,

organizacja, prezentacjq i analiza danych, oraz wyciaganiem wnioskow i

podejmowaniem decyzji na ich podstawie.
Stowo ,,statystyka” jest takze uzywane do okreslenia samych danych i wielkoSci pochodnych.

Populacja — zbior wszystkich przedstawicieli posiadajacych badang ceche.
Przyktad: Badania demograficzne - spis powszechny. Kontrola jakosci - zbior

wszystkich urzadzen danego typu produkowanych przez fabryke.

Probka losowa — reprezentatywna prébka catej populacji, tzn. taka, ktora
odzwierciedla wszystkie cechy i zwigzki w niej wystepujace.
Przyktad: Probkami losowymi nie sa np. sondaze wsrod czytelnikow dowolnego z cza-

sopism, wsrod przechodniow na ulicy, glosowania telewidzow w programach

Méwimy, ze probka jest prosta jesli rezultat wyboru jednego elementu nie

ma wptywu na rezultat wyboru innego elementu.
Przyktad: Losujac bez zwracania kule z urny, ktora jest wypetniona skonczona liczba
kul biatych i czarnych, mamy do czynienia z probka, ktora nie jest prosta.
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Zdarzenia elementarne

Zachowanie uktadu, ktorego nie mozemy przewidzie¢ z catkowitg pewnoscig, nazywamy
przypadkowym. Miara ,przypadkowosci” jest prawdopodobienstwo.

Pojecia pierwotne rachunku prawdopodobienstwa to zdarzenie elementarne i przestrzen

zdarzen elementarnych Q. Dowolny podzbior A c QQ nazywamy zdarzeniem losowym.
Uwaga: Zdarzenia elementarne muszg byc¢ ekskluzywne - dane zdarzenie elementarne nie zawiera
w sobie innych zdarzen elementarnych.

Przyktady:

= jednokrotny rzut moneta: ,orzet” (0O) i ,reszka” (R) to dwa zdarzenia elementarne,
ktore buduja cata przestrzen Q2 = {0, R}

= rzut dwoma monetami: Q2 = {(0,0), (O,R), (R,0), (R,R)}

= miesiac urodzin: Q = {Sty, Lut, Mar, Kwi, Maj, Cze, Lip, Sie, Wrz, Paz, Lis, Gru}

m czas zycia zarowki - zdarzenia elementarne sa dowolnymi liczbami dodatnimi, t>0,
a przestrzen jest nieskonczona; ale moze w konkretnym problemie lepiej wybrac
Q={1, 2, 3, ...} godziny/dni/miesigce.

m liczba wypadkow na skrzyzowaniu w ciggu miesigca: Q ={1,2,3,...} a moze Q = {1,
2, 3, ..., 1000} - czesto prosciej rozwazy¢ nieskonczony cigg.

= jadro promieniotworcze w kolejnych odstepach 1s moze sie rozpasc (R) lub nie (B).
Przestrzen zdarzen elementarnych jest nieskonczona: R, BR, BBR, BBBR, ...
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Zdarzenia elementarne - przyktady

= rzut dwoma kostkami do gry: Q ={x, y}, gdziex=1,....6 orazy=1,...,6

1 2 3 4 5 6
(1,1 (1,2 (1,3) (1,4 (1,5 (1,6
2,1) (2,2) (2,3) (24) (2,5 (2,6)
3,1 (3,2 (3,3) (34) (3,5 (3,6
4,1 4,2 4,3 44 4,5 @6
(5,1) (5,2) (5,3) (5/4) (5,5 (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)
= suma oczek wyrzuconych na dwoch kostkachQ ={2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12}

m dwie osoby przy kwadratowym stole - interesuje nas zdarzenie A: ,siedzg w rogu”.
przyktady roznych wyborow przestrzeni zdarzen elementarnych:

o U1 A WDN =

B A X X X O
A B A B X X
B A X O O
A B
B A B A X x[ |x X o
A B X X
A B
Al |B Bl A
B A
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Zdarzenia elementarne - przyktady

Przyktady przestrzeni zdarzen elementarnych, w ktorych mozliwa jest tylko czesciowa
obserwacja zdarzen elementarnych:

Kandydat do pracy powinien charakteryzowac sie pewnymi zdolnosciami na pozio-
mie z Jednak dysponujemy jedynie wynikiem X testu oceniajacego te zdolnosc.

Dysponujemy jedynie ograniczong znajomoscig przestrzeni QQ = {7, x}

Chcemy znalez¢ kryteria selekcji z,, X, takie aby stosujac regute ,akceptuj kandy-
datow z wynikiem X > x,” jednoczesnie maksymalizowac¢ liczbe akceptowanych
osob, ktore spetniaja warunek z> z, ...

Uwaga: konieczna jest znajomosc¢ statystycznej relacji pomiedzy X i z

,odpowiedzi randomizowane” - dotyczy ankiet na tematy, na ktore pytani z reguty
nie udzielaja szczerej odpowiedzi lub nie chca w ogole odpowiadac (seks, narotyki,
famanie prawa, podatki, ...)

Ankietowany rzuca dwoma kostkmi: zielong i biata, i tylko on zna wynik rzutow.
Nastepnie odpowiada na jedno z dwoch pytan ,Czy jestes osoba typu Q?” lub ,Czy
na biatej kostce wypadta 1?” w zaleznosci od tego czy na zielonej kostce wypadta
nieparzysta czy parzysta liczba oczek.
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Pojecie prawdopodobienstwa

Pewniki rachunku prawdopodobienstwa (Kolmogorov 1933):

1) Kazdemu zdarzeniu losowemu A c Q przypisujemy liczbe P(A), zwana
prawdopodobienstwem tego zdarzenia, taka ze O<P(A)<1.

2) P-two zdarzenia pewnego jest rowne jednosci P(Q2) = 1.

3) P-two sumy ekskluzywnych zdarzen losowych A i B, czyli takich ze A N B=(),
jest rowne sumie p-tw tych zdarzen P(A U B) = P(A) + P(B)

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa:

P(A)=nA _ liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
n liczba wszystkich zdarzen elementarnych

Definicja czestoSciowa prawdopodobienstwa: Miarg p-twa jest wzgledna czestosci

wystepowania zdarzenia A kiedy liczba obserwacji dgzy do nieskonczonosci.

Prawdopodobienstwa subiektywne: (przydatne gdy mamy do czynienia ze zdarzeniami

ktore sa niepowtarzalne, np. niepewnosci systematyczne, p-two ze istnieje bozon Higgs’a)

= A, B, ... traktujemy jako hipotezy (tzn. stwierdzenia ktore albo sg prawdziwe albo
fatszywe); P(A) = miara naszej wiary w to, ze A jest prawdziwe

Przyktad: wybor pomiedzy otrzymaniem gotowki a udziatem w loterii
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Zdarzenia elementarne - przyktady

Przyktad: Rozmieszczenie r = 3 kul (rozroznialnych) w n = 3 komorkach:

1
P(Ei)_ﬁ
1=1,...,27

Zdarzenie A: ,w jednej z komorek sg co najmniej dwie kule” — zdarzenia el. 1-21
Zdarzenie B: ,pierwsza komorka nie jest pusta” — zdarzenia el. 1, 4-15, 22-27
Zdarzenie C: ,zachodzi zarowno A jak i B’ — zdarzenia el. 1, 4-15

Zdarzenie D: ,zachodzi A lub B” — zdarzenia el. 1-27 (cata przestrzen)
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Zdarzenia elementarne - przyktady

Przyktady zagadnien typu ,r kul w n komorkach”:

m Dni urodzin: r - osob, n = 365 dni

= Wypadki: r - wypadkow, n = 7 dni tygodnia

m Strzelanie do celu: r - trafien, n - celow

m Klasyfikacja elementow (np. ludzi) wg. kategorii (wiek): r — elementow, n - kategorii
m  Opuszczanie windy przez ludzi: r - pasazerow, n - pieter

s Rzuty koSémi do gry: r - kosci (rzutow), n = 6 mozliwych wynikow danego rzutu

Przypadek kul nierozréznialnych:

1. {eee/-|-} 4. {eofe-} 7. {o|—|ee} 10. {ole]o}
2. {—|ooo|—} 5. {oo|—|o} 8. {_|..|.}
3. {—|—|000} 6. {o|oo|— 9 {_|.|..}
- P(E)=P(E)=P(E)=5 PE)=.=RE)=2 HE.)=2
* P(E)=—w i=1..10

10
Przypadek nierozroznialnych zarowno kul jak i komorek:

1. {ooo|—|—} 2. {oo|o|—} 3. {o|o|o}
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Dzialania na zbiorach

Prawa de Morgana:

AUB=ANB A ~B =A UB
Prawa rozdzielnosci dla dodawania i mnozenia:

An(BuC)=(AnB)u(ANC)

Au(BnNC)=(AuB)n(A ULC)
Whiosek z pewnika (3):

Mamy AuUB=Au(B-AnB) oraz B=(AnB)uB-AnB)
P(AuB)=P(A) + P(B-ANB) P(B) =P(AnB) + P(B-—ANB)

Odejmujgc stronami dostajemy: P(Auw B) =P(A) + P(B) — P(An B)
Przyktad:
PAuUBUC)=PAuBuUC))=PA) +PBUC)-P(ANn(BuUQ))

=P(A) + P(B) + P(C) -PBNC)-P((AnB)U(ANCQC)) =

=P(A) + P(B) + P(C)-P(BNC) - P(AnB)-P(ANnC)+ P(ANnB N C)
P-two zdarzenia przeciwnego do zdarzeniaA: P(A)=1-P(A)
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Elementy kombinatoryki

Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych jest skonczona, to obliczanie prawdo-
podobienstw zdarzen bedacych podzbiorami tej przestrzeni utatwiaja pojecia

| twierdzenia z kombinatoryki.

Reguta iloczynu: jesli pewna czynnos¢ wykonuje sie w k etapach, przy czym

etap 1 mozna wykonac¢ na n, sposobdw, etap 2 na n, sposobow, ... , wreszcie
etap k-ty na n, sposobow, to liczba N sposobow jakimi mozna wykonac te

€zynnos¢ wynosi: N=nn.--n
R k

Rozrozniamy dwa typy losowan:

= bez powtorzen - raz wylosowany element nie wraca do populac;ji,

=z powtorzeniami - wylosowany element wraca do populacji przed
kolejnym losowaniem.

Rozrézniamy dwa typy uporzadkowania:

= kolejnosc¢ losowanych elementow jest istotna (wariacje, permutacje),
= kolejnosc¢ losowanych elementow nie jest istotna (kombinacje).
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Wariacje z powtiorzeniami

Losujemy k elementow sposrod n elementow przy czym wylosowany element
za kazdym razem zwracamy do populacji (losowanie ze zwracaniem).

Kazdy z elementow mozemy wybrac na n sposobow. Oznacza to, ze liczba
k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami ze zbioru n-elementowego wynosi:

Wk =n*
Przyktady:
m Rzucajac k kostek do gry uzyskamy jedna z 6 mozliwych konfiguracji.
Wsréd nich w 5% przypadkach nie bedzie ani jednej jedynki, natomiast w

k-5“"! przypadkach wypadnie doktadnie jedna jedynka.

m Zcyfr1i, 2, 3, 4,5 mozna utworzyc 53 trzycyfrowych liczb naturalnych, w
ktorych kazda z cyfr moze sie powtarzac dowolng ilosc razy.

m Jesli w kazdej komorce moze znalezc sie dowolna liczba czastek, to k roz-

réznialnych czastek mozemy rozmiescié w n komérkach na n* sposobow
(rozktad Maxwella-Boltzmanna).
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Wariacje bez powiorzen

Losujemy k elementow sposrod n elementow przy czym wylosowanego
elementu nie zwracamy do populacji (losowanie bez zwracania). Pierwszy
element mozna wybra¢ na n sposobow, drugi juz tylko na n—1, trzeci na n-2,
natomiast k-ty tylko na n—k+1 sposobow. Oznacza to, ze liczba k-wyrazowych
wariacji bez powtorzen ze zbioru n-elementowego wynosi:

n!
(n=—k)!

VEk=n(n-1)(n-2)---(n-k+1) =
Przyktady:
m Majac do dyspozycji szes¢ pionowych pasow o roznych barwach mozemy
utworzyc 6!/(6—3)! trojkolorowych flag.

m Zcyfr1, 2, 3, 4,5 mozna utworzyc 5!/(5-3)! trzycyfrowych liczb
naturalnych w ktorych kazda z cyfr moze wystgpi¢ co najwyzej jeden raz.

m Jezeli w kazdej komorce moze znalezc¢ sie tylko jedna kula, to k kul (kule sg
makroskopowe a wiec rozroznialne) mozna rozmiesci¢ w nich na n!/(n—k)!
sposobow. (Analogia: komorki - pietra budynku, kule - osoby w windzie)
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Permutacje bez i z powtiorzeniami

Losujemy n elementow sposrod n elementow bez zwracania. Pierwszy element
mozna wybrac na n sposobow, drugi juz tylko na n—1, trzeci na n—2, natomiast
przedostatni tylko na 2 sposoby. Oznacza to, ze liczba permutacji bez powtorzen

zbioru n-elementowego wynosi: P=n(n=1)(n=2)---2-1=n!

Przyktad: (statystyka Maxwella-Boltzmanna) k czastek mozna rozmiescic¢ po jednej
w k ustalonych komorkach na k! sposobow.

Jesli wsrod n elementow mamy Kk roznych elementow, z ktérych pierwszy po-
wtarza sie n, razy, drugi n, razy, ..., k-ty n, razy (n,+n,+...+n,=n), to liczba roz-
roznialnych losowan bez zwracania, czyli liczba permutacji z powtorzeniami
zbioru n-elementowego, w ktorym poszczegolne elementy powtarzaja sie

n!
P (1) = n!n,!--.n.!
Przyktad: (statystyka M-B) w pierwszej komorce k,, w drugiej k,, ..., w n-tej Kk, czastek
mozna rozmiesci¢ na P (K, K,, ..., K.) sposobow.

odpowiednio n,, n,, ..., N, razy wynosi:
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Kombinacje bez powtorzen

Losujemy k elementow sposrod n elementow przy czym wylosowanego ele-
mentu nie zwracamy do populacji (losowanie bez zwracania). Nie interesuje

nas rowniez kolejnos¢ wylosowanych elementow. Mamy wiec do czynienia
z k-elementowymi podzbiorami zbioru n-elementowego.
Liczba k-elementowych kombinacji bez powtorzen z n-elementowego zbioru

wynosi: N o
Przyktady: I(n—=k)!
m Z 10 osob mozemy utworzy¢ trzy zespoty liczace odpowiednio po 5, 3 i 2 osoby na
10\[(5) _ 10! 51 B )
( S )(3) a 5|(10_5)| 3| (5—3)I = 2520 SpOSObOW.

m Na ile sposobow mozna rozmiescic 20 kul w trzech komoérkach, tak aby w

pierwszej byto ich 10, w drugiej 6, a w trzeciej 4? Odpowiedz: (%g)(lg))

m Jezeli w kazdej komorce moze znalezc sie tylko jedna czastka, to k nierozroznialnych

czastek mozna rozmiesci¢c w n = k komorkach na(L‘) sposobow (rozktad Fermiego-
Diraca).
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Kombinacje z powtiorzeniami

Rozwazmy elementy n roznych rodzajow. Elementy tego samego rodzaju trak-

tujemy jako nierozroznialne. Kazdy zbior k elementowy (k = n) gdy kazdy ele-
ment nalezy do jednego z tych n rodzajow nazywamy k-elementowg kombina-
cja z powtorzeniami z n rodzajow elementow.
Liczba k-elementowych kombinacji z powtorzeniami z elementow n rodzajow
~k Ck . n+k—1 _(n+k—1)!
Cn — n+k-1 — k - kl(n 1)'
Przyktady: T
m  Rozpatrzmy rozmieszczenie k = 8 nierozroznialnych kul wn =6 komérkajh

|eee|e|]|||eeee| - liczba rozroznialnych rozmieszczeh wynosi C? = (1; =1287

jest rowna:

m Rzucajac r nierozréznialnych kostek do gry, otrzymamy C! = ' Jrrs = q ;5)
nierozroznialnych konfiguracji (komorki to liczby oczek, kule to kostki).

m Jesli w kazdej komorce moze znalez¢ sie dowolna liczba czastek, to k nierozroznial-
nych czastek mozemy rozmiesci¢c w n komorkach na (_Zﬁ sposobow (rozktad Bosego-

Einsteina). Wszystkie komorki beda zajete w (_Zﬁ_” przypadkach.

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 1-16



Przyktad: mechanika statystyczna

Kazdy mozliwy stan ukfadu to punkt w przestrzeni fazowej.
Statystyka M-B(czastki rozroznialne, dowolna liczba czastek w komorce): er = nX

Statystyka B-E (czastki nierozroznialne, dowolna liczba czastek w komorce):

~k _ ~k _ n+k—1 _(n+k—1)|
C”_C’”k‘l_( k )_ k!(n—1)!

Statystyka F-D (czastki nierozroznialne, co najwyzej jedna czgstka w komorce):

k[N n!
C”_(k)_k!(n—k)!

p-two rozmieszczenia k czastek po jednej w k ustalonych komorkach:

k! 1 k!(n-1) 1 kl(n-k)

M-B: p=—- B-E: p=—= F-D: p= =
P=1F P= T T ek PTerTT

Statystyka B-E:

_ o Ehn _ n+k-n-1) (k-1)! (k-1
- wszystkie komorki zajete: no = k—n “k—mtn-1) |n=1
- doktadnie m czastek w ustalonej komérce: Ck-m = n+ E -m _2)

-m

- doktadnie m czastek w jednej z komorek: nCyy
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Prawdopodobiefistiwor - przykiady

Przyktad 1: Winda z 7 pasazerami jedzie przez 10 pieter. Jaka jest szansa, ze

ludzie bedg wysiadali pojedynczo na pietrach?
Analogia: k=7 kul ktore mamy rozmiesci¢c w n=10 komorkach. Kazdy przypadek od-
dzielnego wysiadania odpowiada losowaniu bez zwracania. Sytuacje gdy po kilku pasa-
zerow moze wysigsc na jednym z pieter mozemy opisac jako losowanie ze zwracaniem.
Oczywiscie pasazerowie sa rozroznialni i jest istotne to kto wysiadzie na ktorym pietrze.
Szukane prawdopodobienstwo jest wiec rowne: P V_170 ~ 0.06

W
Przyktad 2: Wyciggamy 5 kart z talii 52 dobrze potasowanych kart. Jakie jest p-two, ze
sg wsrod nich a) 4 asy, b) 4 asy i jeden krol, c¢) trzy 10-tki i dwa walety, d) 9-tka, 10-tka,
walet, krolowa i krol, e) trzy sa tego samego koloru i dwie inne, f) co najmniej jeden as?

a) chi.cisz 1 b) P—Cj'C‘l‘— 1 d) P:c}‘.cj‘.ci.c}‘.cz __64
C 54145 T C, 649740 Cs, 162435
ogp_CiCi__ 1 o) p_A3Ci3C, _ 429 P=1—C§8 _{_ 35673 _ 18482
~ C5 108290 Cl, 4165 Cs, 54145 54145
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