


Prawdopodobienstwo geometryczne

Przyktad: Przestrzen zdarzen elementarnych okreslona jest przez zestaw pun-

ktow (X, ) na ptaszczyznie i wypetnia wnetrze kwadratu [0 <x<1;0<y<1].
Znajdz p-stwo, ze dowolny punkt wewnatrz kwadratu znajduje sie w odlegtosci
mniejszej niz r od wybranego rogu kwadratu.

Szukane p-two wyraza sie stosunkiem pola powierzchni czesci wspolnej
okregu o promieniu r i kwadratu do pola powierzchni kwadratu (rownego 1):

r<1i P=I\/r2—x2dx=%(x\/r2—x2 +r2arcsin§j
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Widac, zedla r = \/5 , p-two osigga wartos¢ rowna 1.
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Wzor: Stirlinga

Funkcja gamma Eulera zdefiniowana jest przez:
I'(z+1)= j x‘e " dx
0

Ze zwigzku tego wynika, ze: I'(z+1) = 2'(z) a stad dla wartosci catkowitych
z=n mamy: I'(n+1) = n!

Postac catkowa dopuszcza uogolnienie funkcji silnia na dowolne liczby rze-
czywiste, rozne od ujemnych catkowitych. W szczegodlnosci (dla n=1, 2, ...):

(1) /x i =1-3-5-...-(2n—1)\/E
2 2 2"
W?zor Stirlinga pozwala na przyblizone obliczanie funkcji silnia:
x+1 1 1 )
I'(X+1)=x!=+2ntX 2exp| —X+ — +...
(x+1) T p( 12X 360%°

Przyktad: 0.922 dla 1!, 1.92 dla 2!, 118.02 dla 5!=120, 0.08% btad dla 100!
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Przyktad: Wydajemy ksigzke. Po ztozeniu przez
zecera i wydrukowaniu tzw. szczotki oddajemy
po jednej kopii dwom korektorom, ktorych
zadaniem jest sprawdzenie tekstu.

N, - liczba btedow znaleziona przez korektora A
Ng - liczba btedow znaleziona przez korektora B

N

B, Ny

N - liczba btedéw znaleziona jednoczesnie przez obu korektorow.

P(A)=ﬁ
N P(c)=P(AmB)=&=<
N N
P(B)=WB

\

rNC NA

N

A

NC NB

N P(A)=P(B|A)P(A)

A

N

N

B

= NC P(B)=P(A|B)P(B)

P-twem warunkowym P(A | B) zdarzenia A pod warunkiem B nazywamy p-two

zajScia zdarzenia A obliczone przy zatozeniu, ze zaszto zdarzenie B (przy czym

zaktadamy, ze P(B)>0).
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Definicja: Prawdopodobienstwem warunkowym P(Am B)

nazywamy liczbe okreslona przez (P(B) > O): P(A | B) - P(B)

Korzystajac z powyzszej definicji mozna zapisac p-two iloczynu n zdarzen w postaci:
PA NA,N...NnA)=PAIANA;N..NA)PAIANA,N...NA) .. PA)
Przyktad: Zatozmy, ze w populacji ztozonej z N os6b jest N, kobiet, N, 0so6b obu ptci
obcigzonych wada wzroku zwana daltonizmem oraz N, kobiet daltonistek.

. . . . N,
P-two, ze losowo wybrana osoba jest kobieta wynosi: P(K)= N
P-two, ze losowo wybrana osoba jest daltonista wynosi: P(D)= WD
P-two, ze losowo wybrana osoba jest i kobieta i daltonistka: P(KND)= NItID
P-two, ze losowo wybrana N,o _ N, /N _ P(DNK) _P(D|K)
Kkobieta nie rozréznia kolorow: N Ng/N P(K)
P-two, Ze losowo wybrana osoba, ktora N, N, /N P(DnK) p(K| D)

hie rozréznia koloréw jest kobieta: N, NN  P(D)
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Przyktad: Jakie jest p-stwo , ze dni urodzin dwoch losowo wybranych osob sg rézne (B,)?
1

P(B 1-—

(B)=1-363

Jakie jest p-stwo , Ze dni urodzin trzech losowo wybranych os6b sa rézne (B,)?
A, - ,dzien urodzin trzeciej osoby jest rézny od dni urodzin dwéch pierwszych osob”

P(B3) = P(Asm Bz) = P(A3 | Bz) P( Bz)
(l—i)(l ! ) 09918
365 365 365
W przypadku n osob mamy:

P(B,)=P(A,nB,)=P(A, 1B, )P(B..)=P(A IB.) (A IB.) (B.)=
=P(A,B,,) ... P(A, |B,)P(B)= (1-2751)(1 ”3652) ...(1-%)(1-%)

Uwaga: W rozwiazywaniu problemow wazne jest ktore zdarzenie jest warunkiem:

P(AnB)=P(A|B)P(B) albo P(AnB)=P(B|A)P(A)

P(A3|Bz)=1-i = P(B,)=P(A,|B,)P(B,)
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Niezaleznosé zdarzen

Definicja: Zdarzenia A i B nazywamy statystycznie niezaleznymi gdy spetniona

jest relacja P(A N B) = P(A)-P(B).

Korzystajac z definicji p-twa warunkowego, p-two iloczynu zdarzen A i B
mozemy zapisac w postaci:

P(AnB)=P(A)-P(B|A) gdy P(A)>0 oraz P(ANB)=P(B)-P(A|B) gdy P(B)>0.

Jesli P(A)>0i P(B)>0to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to aby
zdarzenia byly niezalezne jest aby P(A|B) = P(A)lub P(B|A) = P(B).

Przyktad: Rozwazmy dwa zdarzenia okreSlone na zbiorze liczb catkowitych od 1 do 100:
A - liczba wylosowana z tego zbioru jest podzielna przez 3,

B - wylosowana liczba jest podzielna przez 7.
Czy zdarzenia A i B sg statystycznie niezalezne?

P(A) =33/100, P(B)=14/100, P(An B)=4/100 = P(A):P(B) # P(A n B)
Gdy jednak rozszerzymy zbior o liczby 101, 102, 103, 104 i 105 to wowczas mamy:
P(A) =35/105, P(B) =15/105, P(An B) =5/105 = P(A):P(B)=P(A n B)
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Niezaleznosé zdarzen

Twierdzenie: A jest niezalezne odB << A jest niezalezne odB

D: P(A|B)=1-P(A|B)=[A niezalezne od B|=1-P(A)=P(A)
P(A|B)=1-P(A|B)=|A niezalezne od B| =1-P(A) = P(A)

Definicja: Méwimy, ze zdarzenia A, , A, , ..., A, sa wzajemnie niezalezne, jesli

p-two tacznego zajscia dowolnych m < n ré6znych zdarzen sposrod nich jest
rowne iloczynowi p-stw tych zdarzen, czyli

PA, NA_ N nA ) =PA)-PA, ). -PA, )

dla kazdego m=n i kazdego m-wyrazowego rosnhacego ciagu i, I, ..., I, liczb
naturalnych 1 <, I, ..., 1, S N.
Definicja: Zdarzenia A, A, , ..., A, sa niezalezne parami gdy kazde dwa

rozne sposrod nich sg niezalezne, czyli P(A; N A)) = P(A)) - P(A) dla | #]
(gdziei,j=1,2, ..., n).

Uwaga: Zdarzenia wzajemnie niezalezne sa niezalezne parami.
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Niezaleznos¢ zdarzen - przykiady.

Przyktad: W eksperymencie polegajacym na dwukrotnym rzucie monetg okreslamy:

A - jorzetw pierwszym rzucie”, B - ,orzet w drugim rzucie”, C - ,to samo w obu rzutach”

P(A) = P(B)—— oraz P(C)= P(AnB)+P(A~B)=14+1_1

47472
P(C|A)= P(B|A) P(B)=2=P(O) oraz P(C|B= K O

P(ANBANC)= P(AmB)=Z ale P(A)P(B) P(C)=§

Whniosek: Zdarzenia A, B i C sg parami niezalezne, ale nie sg wzajemnie niezalezne.
Przyktad: P-two wystgpienia przynajmniej jednego z N niezaleznych zdarzen. Dla n = 3:
P(AUBUC)=
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNO-P(ANB)-P(ANO+ P(ANBN O =

=P(A)+P(B)+P(C)-P(BIP(O-AARB-AARO+ KARBRGJ
Prosciej dochodzimy do tego wyniku, korzystajac z p-twa zdarzenia przeciwnego.
Dla n niezaleznych zdarzen mamy:

P(A,UA,U...UA,)=1-P(A,UA,U...UA )_1 P( A,N..CA )=

=1-P(A,)P(A,)--P(A,)=1-(1-P(A)))(1-P(A,))-(1-P(A,))
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Efektywnosc detektora

Przyktad: Efektywnos¢ (wydajnosc) detektora A to liczba p, okreSlajaca p-two
rejestracji pojedynczej czastki, ktora wpadta do jego wnetrza.
Rozwigzanie teoretyczne: kierujemy na detektor znang liczbe czgstek N, znaj-
dujemy liczbe czastek N,, ktore zostaty zarejestrowane i obliczamy p,=N,/N.
W praktyce jednak liczba czastek padajacych niejest znanal
Rozwiazanie praktyczne: ustawiamy na wiazce drugi detektor B, ktory reje-
struje Ny czastek, podczas gdy detektor A zarejestrowat N, czastek.
Gdybysmy znali efektywnoS¢ detektora B wowczas oczywiscie p, = (N,/Ng)p;
Zaktadamy, ze detektory dziatajg niezaleznie od siebie i fakt rejestracji czastki przez

jeden z nich nie wplywa w zaden sposob na rejestracje czastki w drugim detektorze.
Z niezaleznego, P(AnB) = P(A)P(B), dziatania obu detektorow mamy:

D =pAmB=N'pAmB =NC D =pAmB =N'pArB =NC
§ Ps N-pPg Ng ’ Pa N-Pa N

Ocena liczby czastek: Pa= No/Ng = NA/N = N = N,-Ng/N¢
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Prawdopodobiensiwo catikowite

Przyktad: Test na chorobe ,szalonych krow” BSE.
Definiujemy zdarzenia: T - ,wynik testu pozytywny”, B - ,krowa jest chora na BSE".
Wiadomo, ze¢ P(T|B)=0.70 oraz P(T|B)=010 a takze, ze P(B)=0.02
Szukamy p-twa, ze test wykonany dla losowo wybranej krowy, da wynik pozytywny.
T=(TAB)U(TNB) = P(T)=P(T NB)+P (T ~B)
Wykorzystujac dane p-twa warunkowe mozemy napisac:
P(T)=P(T|B)-P(B)+ P(T|B)- P(B) = 0112

Twierdzenie (o prawdopodobienstwie catkowitym):
Jesli B jest dowolnym zdarzeniem, zas zdarzenia
A, A, A (P(A)>0dlai =1, 2, ...,n), sg parami
roztaczne (A, N A, = () gdy i # ) oraz ich suma jest
zdarzeniem pewnym (A, UA,U ... VA, =Q) to
p-two zdarzenia B jest rowne:

P(B)=P(B|A)P(A)+P(BIA)P(A)+.+ A BIA) A A)
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Prawdopodobiensiwo catikowite

Przyktad: Dane jest n+1 urn z biatymi oraz czarnymi kulami, przy czym stosunek liczby
biatych kul do wszystkich dla i-tej urny wynosi i/n (i=0, 1, 2, ..., n). Zlosowo wybranej
urny pobieramy jedng kule. lle wynosi p-two, ze wybrana kula jest biata?

1
P-two wyboru kazdej z urn wynosi:  P(0)=P(1) = P(2) =---= P(n) = —
: |
P-two (warunkowe) wylosowania kuli biatej z i-tej urny jest rowne: P( B ||) = H

Szukane p-two wylosowania kuli biatej wyznaczamy z formuty p-twa catkowitego:
P(B)=P(B]0)- P(0)+ P(BJL)- K1) +--+ K Bh)- Rn)=—— Y K_1
n+1isn 2
Przyktad: Test na chorobe ,szalonych krow” BSE.
Zaktadajac, ze wynik testu jest pozytywny, jakie jest p-two, ze dana krowa ma BSE?
Wielkosci dane: ~ P(T|B)=0.70, P(T|B)=010, P(B =002

Szukamy p-twa warunkowego:

_P(BAT) P(T|B)-P(B)
P(BIT)= P(T) ~ P(T|B)-P(B)+P(T|B)- P(B)
Otrzymujemy: P(B|T)=0125 oraz P(B]|T)=00068
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Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa: Jezeli B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim p-twie,
zas zdarzenia A4, A,, ..., A, spetniaja warunki twierdzenia o p-twie catkowitym,

to p-two warunkowe P(A,|B) zdarzenia A, (k=1, ..., n) przy warunku B dane
jest przez: | p-two zaobserwowania danych przy p-two a priori, tzn. przed
zatozeniu prawdziwosci hipotezy zaobserwowaniem danych

o(a, 8)- P(BIAIP(A) _P(BIA)P(A)

- P(B
p-two a posteriori, tzn. po / Z. -1 P( B | A ) ( ) ( )

zaobserwowaniu danych "\ normalizacja — suma po wszystkich hlpotezacI||

Przyktad: Studentowi zadano pytanie i przedstawiono n mozliwych odpowiedzi, z ktorych
tylko jedna jest poprawna. Jesli student zna te odpowiedz to na pewno ja wybierze, ale
jesli jej nie zna to wybiera jedna na chybit-trafit. Wyktadowca zaktada, ze z p-twem
P(Z2)=0.5 student zna poprawng odpowiedz. Jakie jest p-two, ze student istotnie zna
poprawnag odpowiedz, jesli taka wybrat?

1,11

P(W|Z)=1, P(W|Z)=1, P(W)=1_+ P(W|Z)-P(Z) n

P(W)  n+1
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Twierdzenie Bayesa - przyktad

Przyktad: Detektor czgstek ustawiony jest na wigzce skltadajgcej sie w 90%

z pionow i w 10% z protonow. Detektor ma wydajnosc detekcji protonu 95%,

ale w 2% przypadkow btednie identyfikuje pion jako proton. Jakie jest p-two,

ze przez detektor faktycznie przeszedt proton?

A - zdarzenie polegajace na rejestracji czgstki przez detektor

p - czastka padajaca byt proton; 1 — czgstkag padajgcq byt pion

P(p) =0.10 () =0.90 P(Alp) =0.95 P@|= 0.02
P(AA)=P(ANnQ)=PAn(pumn) =P(Anp  U(ANmn))=
=P(Anp)+PAnr)=PA|p)>P(p) + P(Afr)-P(r) =0.95 0.1 + 0.02 0.9 =0.113
P-twa ze przez detektor faktycznie przeszedt proton lub pion wyznaczamy

z twierdzenia Bayes'a: P(Alp)-P(p) 0.95-0.1

P(p|A)= oA = o1z =%
_P(A[rn)-P(n) 0.02.09
P(n|A)= P(A) = 0113 =159%

Gdyby P(A|p)=0.1 to wowczas P(p|A) =51.4% oraz P(n|A) =48.6%
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hiierdzeniesBayes:amy

W programie telewizyjnym ,ldz na catosS¢” prezentowano uczestnikowi troje drzwi:

za jednymi z nich jest ukryty samochod, a za pozostatymi dwoma znajduje sie ,zonk”.
Uczestnhik programu wygrywa to co znajduje sie za wybranymi przez niego drzwiami.
Nim jednak otworzone zostajg wskazane przez uczestnika drzwi, prowadzacy program,
ktory wie co znajduje sie za wszystkimi drzwiami, otwiera te drzwi z dwoch pozostatych
za ktorymi znajduje sie ,zonk”. Nastepnie zezwala grajacemu zmienic¢ decyzje co do
wybranych przez siebie drzwi. Co powinien zrobi¢ uczestnik programu?

Mozliwe sa trzy (I, I, 1l ) uktady drzwi (A, B, C) i przedmiotow (S, Z):

Przed otwarciem jednych z drzwi, p-two kazdego z uktadow jest A B C
takie samo i wynosi P(l1)=P(l) =PIl y=1/3 (a priori). I S 7 7
Zatozmy, ze wybieramy poczatkowo drzwi A, natomiast

prowadzacy program, ktory wie gdzie jest samochdd, otwiera 112 S Z
drzwi B. Iz 7 S

Interesuje nas, ktore p-two warunkowe (a posteriori) jest wieksze:
P(l|B) - p-two, ze wystgpit uktad | jesli prowadzgcy otwart drzwi B
P(lll|B) - p-two, ze wystapit uktad Il jesli prowadzacy otwart drzwi B
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hiierdzeniesBayes:amy

P-two, ze prowadzacy otworzyt drzwi B wynosi:

P(B)=P(B|1)-P(D+P(B[1I1)-PUI)+P @I )P (I )=%%+0%+1%=%
Obliczamy oba p-twa warunkowe:
11 1
P(B|I)-P(I) 5 = P(B]|II)P (Il ) 1
(18)-FELLTD 23 L p(uie) - ZEIELEAD e 2
2 2

Whiosek: Nalezy zmieni¢ pierwotny wybor !
Uwaga: Jesli prowadzacy nie wie za ktorymi drzwiami jest samochod i otworzyt drzwi B

(za ktorymi okazato sie, ze nie ma samochodu) to nie ma znaczenia czy zmienimy nasz
pierwotny wybor czy nie:

P(B)=P(B|1)-P(D)+P(B[1I)-P(I)+P B |1 )P (I )=%%+%%+%%=%
M 11 11
P(B|1)-P(l D) , ~.=
P(11B)= ( F')()B) =312=1 P(,HIB)zp(BIIFl)'()BF)’ {l )=312=%
3 3
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