


Zmienna losowa

Rozszerzenie znaczenia funkcji zmiennej rzeczywistej na przypadki, kiedy
zmienna niezalezna nie jest liczbg rzeczywista:

= odlegtosc to funkcja pary punktow,

= obwod trojkata, to funkcja okreslona na zbiorze trojkatow,

= wspotczynnik dwumianowy, to funkcja okreslona dla par liczbowych (n,k), ...

Definicja: Zmienng losowg X nazywamy funkcje okreslona na przestrzeni

zdarzen elementarnych Q, czyli przyporzadkowanie kazdemu zdarzeniu
elementarnemu weQ pewnej liczby rzeczywistej X(w).
Przyktady:

m liczba ,ortow” w rzucie moneta,
m  suma oczek wyrzuconych na trzech kostkach do gry,

m liczba asow otrzymanych do reki przy grze w brydza,
m potozenie punktu na odcinku [0,1],
m  masa kulek tozyskowych produkowanych w fabryce,

m__energia uktadu fizycznego.
M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 3-2




Dyskretna zmienna losewa

Z kazda wartoscia zmiennej loso- Wyniki totolotka (3117 losowan 6 z 49)

wej wiazemy liczbe okreslajaca 1370 12402 13412 [ %364 | 5381 | ©380 | 7372

czestosc jej wystepowania. 8358 | 9399 (10363 (11359 [12385 (13327 {14377

Przvkiad: Totolotek 15374 (16379 (17396 |13386 |'°384 |2°378 |*1405

49 22381 |2370 |**360 |*°395 (%6402 (> 406 [*®336

n=>n, =18702 2367 %0372 31399 [*2409 [2395 [*357 [381

k=t 36390 137379 138415 |3°389 (377 (1394 (2388

Fk = r:]k S M = 4—19 43402 |*4378 |*°361 |*©380 [Y 368 [*¥388 [* 412
450
Uzyskang w ten sposob zaleznosc 400
p-twa od zmiennej losowej nazywamy 33°
dyskretnym rozktadem p-twa okreslo- 2::

hym dla dyskretnej zmiennej losowej. 200
150

P, spetniajg warunek unormowania:
K 100

YR =1 = Pi<K<m)=YPR "
k=0 k=i

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49
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Ciagta zmienna losowa
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Ciagta zmienna losowa

f (X) - funkcja (rozktad) gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej
Uwaga:
= dla kazdego X, funkcja gestosci p-twa jest nieujemna: f (x) >0

= funkcja gestosci p-twa jest unormowana, tzn. J f(x)dx =1

= wymiar funkcje gestosci p-twa jest odwrotnoscia wymiaru zmiennej
losowej, ktora opisuje.
P-two, ze zmienna losowa X przyjmuje wartosci z przedziatu (a, b):

P(asxsb)=j f(x)dx
Uwaga: P(X=a)=if(x)dx=() )

Przyktad: Znajdz p-two, ze zmienna losowa o gestosci p-twa danej przez:

1 _(x—p)
V2no exp( 2¢6° j

przyjmuje wartosci z przedziatu (- o, o).

N (X;n,0)=
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Dystrybuanta zmiennejilosowe)

Definicja: Dystrybuantg rozktadu dyskretnej zmiennej losowej K nazywamy

wielkos¢ okreslajaca taczne p-two wszystkich mozliwych wartosci tej zmiennej,

nie wiekszych od pewnej zadanej wartosci k: F(k)=P(K <k)= Zk: P
i=0

0,5
0,4 1 Pk 1 1F(k) —
0,3 - 0,8 -
0,6 -
0.2 - _1_1_
! 0,4 - .
0,1 - 0,2 -
0 T T T T 0 T
o0 1 2 3 4k -1 0 1
é T T T T

Definicja: Dystrybuantg rozktadu = oz |

ciggtej zmiennej losowej X nazy-

02 F
wamy:

01 r

F(x)=P(X<x)= [ 1(x)dx

0

I i | |
0 2 4 6 8

X X
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Dystrybuanta zmiennejilosowe)

Znajac dystrybuante jesteSmy w stanie okresli¢ rozktad p-twa dyskretnej
zmiennej losowej: P, = F(k)-F(k-1)

.. lub znalez¢ funkcje gestosci p-twa ciagtej zmiennej losowej: f (x) =
Uwaga: Dystrybuanta jest niemalejgca, co najmniej prawostronnie ciggta
funkcja przyjmujaca wartosci z przedziatu [0,1].

dF(x)
d x

P-two znalezienia zmiennej losowej w przedziale:

p(asxsb):f f(x)dx:f f(x)dx— | f(x)dx=F(b)-F(a)

P(k, <K <Kk,) Z ZP ipk:F(kZ)_F(kl)

k=k;+1
Definicja: Niech X bedzie cigglta zmienng Iosowq, oraz p liczbg z przedziatu [0, 1].

p-tym kwantylem (100p-tym percentylem) rozktadu zmiennej X hazywamy najmniejszg
liczbe g, taka, ze: . B -1
P F(9,)=P(X<a,)=p = q,=F"'(p)

Uwaga: Kwantyl rzedu 0.5 nazywamy mediang rozktadu.
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Zmiennal losewal dyskretna - przyktad

Przyktad: Na drodze ruchu pociagow znajduja sie w znacznej odlegtosci od siebie 4 se-

mafory, z ktorych kazdy (wobec znacznej odleglosci niezaleznie od innych) zezwala na

przejazd z p-twem 0.8. Niech K oznacza liczbe semaforow zezwalajacych na przejazd

i poprzedzajacych pierwsze zatrzymanie lub stacje docelowa.

m rozktad p-twa dyskretnej zmiennej losowej K

Kk

0

1

2

3

4

Py

0.2

0.16

0.128

0.1024

0.4096

0,5
0,4
0,3
0,2

1

m dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej K, F(k)=P(K <k) 0

K

(—00,0)

(0,1)

(1,2)

(2,3)

3,4)

(4, 00)

F(k)

0

0.2

0.36

0.488

0.5904

1

= P(k=2) = F(2)-F(27) = 0.128
P(k>2) = F(+00)=F(2) = 1-0.488 = 0.512
P(k>2) = F(+00)=F(27) = 1-0.36 = 0.64

PA<k<3) = F(3)-F(17) = 0.5904—0.2 = 0.3904

1,2

1
0,8
0,6
0,4
0,2

0
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Zmienna lesewar ciggtar- przykiad

Przyktad: Strzelamy do tarczy T o promieniu R. Zaktadamy, ze pocisk na pewno trafia
w tarcze, a p-two trafienia w dany obszar jest proporcjonalne do jego powierzchni.
Niech zmienna losowa X oznacza odlegtos¢ punktu trafienia od srodka tarczy.
Znajdz funkcje gestosci p-twa oraz jej dystrybuante.

(X, y)=0eQ = X=X(0)=x*+y", 0<X<R

Czasem prosciej jest znalez¢ dystrybuante, a funkcje gestosci p-twa jako jej pochodna:
( 0 dla t<0

F(t)

at? (tY .
F, (1) =P(X<t)=3 = — da 0<t<R

nR? R
1 dla t>R

S

Funkcja gestosci p-twa:

Fx(t) 0 t<0 vi>R

f(t)= dt =<% 0<t<R

.
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Zmienna losowa ciagta - przyktad

Przyktad: Zmienna losowa X opisana jest dystrybuanta:

1
F(x)=—(arctgx+£) —00< X <
T 2

Znajdz funkcje gestosci p-twa.
d 1 1

d 1 T
) d x () dx(n(arch+2)] n 1+ %

lle wynosi p-two zdarzenia opisanego warunkiem | X| <17?

P(Ixl<1) = P(-1<x<1) = FQ1) = F(-1) = E(EJFEJ
T

1
P(-1<x<I)=[ f(x)dx=  E1
-1

L1 dx 1 1 mé
RIS =;(arCth)‘_1= i
1

SEC)E

10
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Dwuwymiarewa zimiennal losowa

Przyktad: Pewna zbiorowos¢ badamy ze wzgledu na dwie cechy:

m |udzi ze wzgledu na ciezar i wzrost,
m  wspotrzedne (x,y) trafien strzatka w tarcze,
m W rzucie dwoma kostkami: sume oczek i maksymalng liczbe oczek, ...

Definicja: Dwuwymiarowg (2D) zmienna losowg hazywamy pare zmiennych

losowych jednowymiarowych okreslonych na tej samej przestrzeni zdarzen Q.

Poprzez analogie do zmiennych losowych jednowymiarowych wprowadzamy
pojecia rozktadu p-twa dwuwymiarowej dyskretnej zmiennej losowej P,
oraz funkcji gestosci p-twa dwuwymiarowej ciggtej zmiennej losowej f (X,y).

Dowolne p-twa wyliczamy ze wzorow:

K, m,

P(k, <K <k,,m;<sM<m)=> > P,
k=k; m=my
X2 Y2

P(X, X< x,, yISYSyz)sz f(x,y)dxdy
WS’
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Rozktady br:

10 T T T T

|.".I

0 2 4 B 8 10

1)

0.5

04

03

02

0.1

0

Zegowe

(b)

y

2 4 6 8

P-two tacznego zajscia
zdarzen A i B:

f (x,y)dxdy

Rozktady brzegowe to rzuty tacznej funkcji gestosci
p-twa na poszczegolne osie (zmienne).

Definicja: Rozktadami brzegowymi dwuwymiarowej

zmiennej losowej hazywamy:

Po,m = Z I:)k,m
k

f,0)= [ fy)dy

o0

—0o0

Pk,. - Z Pk,m

f(y)= [ f(x,y)dx

—0o0
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Dystrybuanta 2Dr zmienneyji losowe)

Definicja: Dystrybuantg dwuwymiarowej zmiennej losowej nhazywamy funkcje:

F(X,y)=P(X<x, Y<y) (X YyeR’
Dystrybuanty rozktadow brzegowych zmiennej dyskretnej:

F(x)=P(X<x)=> R. FK(y)=P(Y<y)=> P,

XkSX ym<y

... | Zmiennej ciggtej:

F(x)=P(X<x)= H x',y")dy dx = jf(x’)dx

-0 —O0

F (y)=P( H xdedyjfz

Pomiedzy dystrybuantg rozktadu dwuwymiarowego i dystrybuantami
rozktadow brzegowych zachodzg zwiazki:

F(x)=P(X<x)= lim F(x,y) R(y)=P(Y<y)=IlimF(xY)

y—>+0o0 X—>+00
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Rozkitady' warunkowe

Definicja: Rozktady warunkowe 2D zmiennej losowej:

P(K |m) = Em P(M | k) =
(x.y

g(x|y)= fz(y)) h( y| x)E

Tw. Bayes’a dla zmiennych ciggtych:

- P

Analog tw. o p-twie catkowitym dla zmiennych ciggtych:

f, (x)= j (x1y) f,(y)dy

' (a)

(b)

fy(y)zjh(ylx) fX(X)dX ’ 2__ 4 B 8 10
—-_00 J-‘
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Rozkiady: brzegowe = zm. dyskretna

Przyktad: Dwie niezalezne dyskretne zmienne losowe | oraz J maja rozktad jednostajny

ha zbiorze liczb catkowitych 1, 2, ..., 9. Konstruujemy iloczyn tych zmiennych i zapisuje-

my w postaci 10K +M. Znajdz rozktad zmiennych losowych M iN.

OMofif2]3]4|s]6]|7[8]9]n.

0 Oj11)12f2]|3(2(42]|4]|3] 23

1 210141021213 ]1]0]14]10] 17

2 2120104111022 ]10¢} 13

3 2101210101213 ]1]0[0]0 9

4 2102100121010 2]1 9

5 0Oj]0JO0O]JOf[2]1]0[2]0]0({O0 4

6 0Oj0JO0]2[1]0f0]J0]0OY|O 3

7 Oj0ol2]0f0]J]0OfO]JO]O|O 2

8 Of1]J]0jJOfO]J]OfO]JO]JOYfO 1
n . 1814]12]14]12]9(12{4f12]4] 81 s
Rozktad dwuwymiarowy i rozktady brzegowe: K 67 8

m 1 9 1 8
Pk,m = 81 Pk,o =amz=0nk,m Po,m =gkﬂ)nk,m
Pk 5 P6 m

Rozkiady warunkowe: P(K |m=5)=P—’ P(M|k=6)=-*

e 5 6,0
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Rozktady brzegowe = zm. dyskretna

Przyktad: (cd.) Dystrybuante dwuwymiarowej dyskretnej zmiennej losowej (K, M)

wyznaczamy z tabeli przedstawiajgcej rozktad p-twa F(X, y)=P(X<x; Y <y):

jz\\\ﬂﬂ‘p4nﬁ)<04) (1,2) | 23) | 3.4 | 45 | 5,6) | (6,7 | (7,8 | (8,9) |(9,00)
(—00,0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(0,1) 0 0 | 1/81 | 3/81 | 5/81 | 8/81 | 10/81 | 14/81 | 16/81 | 20/81 | 23/81
(1,2) 0 | 2/81 | 3/81 | 9/81 | 11/81 | 16/81 | 20/81 | 27/81 | 29/81 | 37/81 | 40/81
(2,3) 0 | 4/81 | 7/81 | 13/81 | 15/81 | 24/81 | 29/81 | 36/81 | 40/81 | 50/81 | 53/81
(3,4) 0 | 6/81 | 9/81 | 17/81 | 19/81 | 28/81 | 35/81 | 45/81 | 49/81 | 59/81 | 62/81
(4,5) 0 | 8/81 | 11/81 | 21/81 | 23/81 | 32/81 | 41/81 | 51/81 | 55/81 | 67/81 | 71/81
(5,6) 0 | 8/81 | 11/81 | 21/81 | 23/81 | 34/81 | 43/81 | 55/81 | 59/81 | 71/81 | 75/81
(6,7) 0 | 8/81 | 11/81 | 21/81 | 25/81 | 37/81 | 46/81 | 58/81 | 62/81 | 74/81 | 78/81
(7,8) 0 | 8/81 |11/81 [23/81 | 27/81 | 39/81 | 48/81 | 60/81 | 64/81 | 76/81 | 80/81
(8,00) 0 | 8/81 | 12/81 | 24/81 | 28/81 | 40/81 | 49/81 | 61/81 | 65/81 | 77/81| 1

Znajac dystrybuante obliczamy p-two:

P(kl<K <k,; m <M < mz)=F(k2,rr5)—F(kz, m)-F(k, m)+F(k, m)
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Dystrybuantai=2D zmienna ciagta

Przyktad: Znalez¢ dystrybuante dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y)

o funkcji gestosci f (X,y) = 6/5+(X + y°) okreSlonej na kwadracie 0 < x, y< 1.

F(X,y)=P(X<Xx Y<Yy)= i i f(x, y)dxdyzgi i( X+ Y) dxdy=

—00 —00 —00 —00
r

0 X<0 vy<0
Xy
6 (x+y2)dxdy_§ l><2y+l xﬁ) 0< <1 A 0L k1
590 5\2 3 R
67 6( 1) °““§"fﬁfﬂﬁﬁ
—| | (x+y )dxdy_ 6L, 1 0< x<1 Al<y 37
Ly 6( \
6 (x+y)dxdy_— ly+l)7 1< XA 0 w1 23
5990 \2 737 al
6 11
gn(x+y2)dxdy=1 1< xA 1<y
L 00 05 :
Uwaga: Znajac dystrybuante mozna wyznaczy¢ f (x y) _ 0° F(X, y)
taczna funkcje gestosci p-twa: ’ oxoy
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Rozktady brzegowe' ifwarunkowe

Przyktad: Rozwazmy funkcje gestosci p-twa f (X,y) «« R2>—x2—y? okresSlong na
obszarze x?+y? < R?, 1]

Normalizacja: |A = m;
A HRZ(RZ y2)d xd y= Ajolcpj(R2 rz)rdr_EnAR“
Ro;k’fad brzegowy zmiennej X:
2 R*-x?
fl(x)=—5 %(Rz—xz—w)d Y=o (R = %)

Rozktad warunkowy zmiennej Y:

_f(xy) 3R-x-¥
h(Y| X)— f1(x) _4(R2—X2)3/2

-1 -0.5 0 0.5 1
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